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В работе доказывается, что точная нижняя грань отношения вогну-
того и выпуклого функционалов достигается на крайних точках вы-
пуклого множества рефлексивного банахова пространства. Приве-
ден критерий принадлежности данного элемента к множеству край-
них точек. 
 
The work proves that greatest lower bound of the division concave and 
protuberant functionals is attained on the extreme points of the protuber-
ant set of the reflexive Banah space. The criterion of belonging the ele-
ment to the extreme point set is given in the work. 

 
В задачах линейного программирования существенную роль игра-

ют крайние точки выпуклого множества, а именно: в крайних точках 
линейная целевая функция достигает своих наименьшего и наибольше-
го значений. 

Целью данной работы является исследование вопроса о достижи-
мости точной нижней грани отношения двух функционалов на крайних 
точках выпуклого множества линейного нормированного простран-K
ства . Χ

Для вещественных функционалов 1p , 2p введем обозначение 

1
1,2

2

( )
( ) inf

( )u Ê

p è
i Ê

p è∈
= . 

Для произвольного множества Φ ⊂ Χ  используем принятое в вы-
пуклом анализе [1] обозначение выпуклой оболочки —conv . Φ

{ }( , ) :Â è èϕ ε ϕ ε≡ ∈Χ − < - шар радиуса ε >0 с центром в точке 
ϕ . 
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1. О крайних точках выпуклого множества линейного норми-
рованного пространства 

Теорема 1. Для того чтобы точка ϕ  являлась крайней точкой вы-
пуклого множества , необходимо и достаточно существование ко-K
нечного выпуклого функционала p  на ( , )Â ϕ ε Ê∩  такого, что для лю-
бого è ∈ ( , )Â ϕ ε Ê∩ : 

1) p const≠  в интервалах ( , )uϕ ; 
2) )

0 1

sup
t≤ ≤

( ( )) ( .p ϕ t u pϕ ϕ+ − =  

Доказательство. Необходимость. Пусть ϕ  - крайняя точка мно-
жества . Тогда K ϕ  является крайней точкой выпуклого множества 

( ,Â 1)ϕ Ê∩ . 

Рассмотрим на ( , 1)Â ϕ Ê∩  функционал 

,  åñëè ;
( )

1,           åñëè .

è è
p u

è

ϕ ϕ

ϕ

⎧ − ≠⎪= ⎨
=⎪⎩

 

Очевидно, что p  – конечный выпуклый функционал. Для любого 
è ∈ ( , 1)Â ϕ Ê∩  при (0,1) t ∈

( ( ))p t uϕ ϕ+ − = t è ϕ− const≠ , 

0 1

sup
t≤ ≤

( ( )) 1 ( ).p t u pϕ ϕ ϕ+ − = =  

Достаточность. Предположим, что при выполнении условий тео-
ремы элемент ϕ  не есть крайняя точка множества . Это означает, K
что ϕ  принадлежит внутренности некоторого отрезка 
[ , ]u v ⊂ ( , )Â ϕ ε Ê∩ , а потому существует 0t ∈ (0,1) такое, что 
ϕ 0 ( )u t v u= + − . 

По условию теоремы p  есть выпуклый конечный функционал в 
( ,Â ϕ )ε ))Ê∩ , поэтому функция  выпукла на [0,1]. ( (t p u t v u→ + −

Согласно 2) 

0 1

sup
t≤ ≤

( ( )) ( )p t u pϕ ϕ ϕ+ − = =
0 1

sup
t≤ ≤

( (p t v ))ϕ ϕ+ − . 

Это значит, что не равная тождественно константе выпуклая функция 
( ( ))t p u t v u→ + −  достигает наибольшего значения во внутренней 

точке  (0,1), что невозможно. 0t ∈
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Следствие 1. Пусть p  - выпуклый конечный функционал на вы-
пуклом множестве  такой, что K sup

K
p = ( )p ϕ , Kϕ ∈  и p const≠  на 

интервалах ( , )u Kϕ ⊆ . Тогда ϕ  – крайняя точка множества . K
В следующем следствии нам необходимо понятие слабой полуне-

прерывности сверху [2]. 
Следствие 2. Пусть - замкнутое ограниченное выпуклое множе-K

ство рефлексивного банахова пространства Χ . 
Конечный функционал p  слабо полунепрерывен сверху и строго 

выпуклый на . Тогда множество K

: ( ) sup
K

K p pϕ ϕ⎧ ⎫Φ = ∈ =⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

не пусто и входит во множество крайних точек множества . K
Доказательство. Функционал p  слабо полунепрерывен сверху на 

, поэтому множество  не пусто [2]. ΦK
Пусть ϕ ∈Φ . Тогда на интервалах ( , )uϕ  для любого 

 u K p const∈ ≠ , так как в противном случае это противоречит стро-
гой выпуклости p . А так как 

0 1

sup
t≤ ≤

( ( )) ( )p t u pϕ ϕ ϕ+ − =  

для всех , то по теореме 1 u K∈ ϕ  есть крайняя точка множества . K
Из доказательства этого следствия имеем следующее следствие к 

теореме 1. 
Следствие 3. Пусть - выпуклое множество линейного нормиро-K

ванного пространства , Χ p  - строго выпуклый конечный функционал 
на ,K Kϕ ∈ . 

Если sup
K

p = ( )p ϕ , то ϕ  есть крайняя точка множества . K

Аналогично доказательству следствия 2 доказывается следствие 4. 
Следствие 4. Пусть - выпуклый компакт линейного нормиро-K

ванного пространства . Функционал Χ p  конечный, полунепрерывный 

сверху и строго выпуклый. Тогда множество : ( ) sup
K

K p pϕ ϕ⎧ ⎫∈ =⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

не пусто и входит во множество крайних точек множества . K
В следующей теореме приведены необходимые и достаточные ус-

ловия того, что данный элемент не есть крайняя точка. 
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Теорема 2. Для того чтобы элемент u K∈  не являлся крайней 
точкой выпуклого множества , необходимо и достаточно существо-K
вание числа 0α >  и элемента Kϕ ∈ , uϕ ≠  и таких, что 
(1 )u Kα αϕ+ − ∈ . 

Доказательство. Необходимость. Пусть элементы ,vϕ  из  тако-K
вы, что элемент ( , )u vϕ∈ . Тогда существует (0, 1)t ∈  такое, что 

( ).u t vϕ ϕ= + −  Откуда 
1 1

( 1)v u
t t

ϕ= − − . Обозначив 
1

1
t

α− = , по-

лучим: (1 )v uα αϕ= + −  из . K
Достаточность. Рассмотрим отрезок [(1 ) , ]uα αϕ ϕ+ − , принадле-

жащий множеству .Все точки данного отрезка представимы в виде: K
( ) ((1 ) ) (1 )( )v t t u t uϕ α αϕ ϕ ϕ α ϕ= + + − − = + + − . Следовательно, 

1
( )
1

v u
α

=
+

, то есть элемент  не крайняя точка выпуклого множест-u

ва . K
Пример 1. Пусть = - пространство функций на отрезке Χ [0, 1]C

[0,1] с нормой 
0 1
max ( )

x
u

≤ ≤
= u x . Выпуклое множество 

1
[0, 1] : 0, âîãíóòû, ( ) 1 .

2
K u C u u

⎧ ⎫= ∈ ≥ =⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

Функции 2x , 2(1- ), 2min( ,1- ) являются крайними точками x x x
множества . K

Доказательство. Для любой функции  из  и для всех точек , u K x
из [0,1] справедливо неравенство y

1
( ) ( ( ) (

2 2

x y
u u x ))u y

+
≥ + . 

В частности, если =1, то отсюда получим неравенство x y+
2 ( ) (u x u y≥ + ) .      (1) 

Следовательно, для всех [0, 1] ( ) 2x u x∈ ≤ , а потому 2u ≤ . Оче-

видно, что для функций 2 , 2(1- ) x x u =2. Покажем, что не существу-

ет больше функций из , для которых K u =2. 

Пусть u K∈  и u =2. Предположим, что в интервале (0,1) суще-

ствует точка , где 0x 0( ) 2u x = . Тогда из (1) получим , а 0(1 ) 0u x− ≤
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потому , что невозможно, так как для вогнутых функций 0(1 ) 0u x− =
(не констант) справедлив строгий принцип минимума. Следовательно, 
либо , либо . Рассмотрим случай (1) 2u = (0) 2u = (1) 2u = , так как слу-
чай  рассматривается аналогично. (0) 2u =

Для всех  из [0,1] имеем неравенство , ,x y t
( (1 )) ( ) (1 ) (u xt y t tu x t u y+ − ≥ + − ).  

Положим здесь , тогда 1, 0x y= =
( ) 2 (1 ) (0) 2 ,  [0, 1].u t t t u t t≥ + − ≥ ∈  

Функция ( ) 2u t t−  вогнутая, а так как 1 1
(0) 2 0 0,  (1) 2 1 0,  ( ) 2 0

2 2
u u u− ⋅ ≥ − ⋅ ≥ − ⋅ = , 

то это возможно, если ( ) 2u t t= . 
Функционал ( )p u u=  удовлетворяет всем условиям теоремы 1 

относительно функций 2 , 2(1- ), а потому 2 , 2(1- ) - крайние точ-x x x x
ки множества . K

Для любой функции u K∈  справедливо неравенство 
( ) ( ),  [0, 1],u x x xϕ≥ ∈  

где ( ) 2min( , 1 ).x x xϕ = −  

В самом деле, если 
1

0
2

x≤ ≤ , то ( ) ( ) ( ) 2u x x u x xϕ− = − - вогнутая 

функция, поэтому, согласно принципу минимума, 
1

( ) ( ),  [0, ]
2

u x x xϕ≥ ∈ . Аналогично: 
1

( ) ( ),  [ , 1]
2

u x x xϕ≥ ∈ . 

Рассмотрим на множестве  функционал K
1

0

( ) ( ( ) ( ))p u x u xϕ= −∫ dx . 

Он выпуклый и удовлетворяет условиям: 
sup ( ) 0 ( )
u K

p u p ϕ
∈

= = , 

1

0

( ( )) ( ( ) ( ))p t u t x u x dx constϕ ϕ ϕ+ − = − ≠∫  

при  для любого (0, 1)t ∈ ,  u K u ϕ∈ ≠ . 
Согласно теореме1 функция ( )xϕ  есть крайняя точка множества . K
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Пример 2. 0
1

[0, 1] : 0,  âîãíóòû, ( ) 1, (0) (1) 0
2

K u C u u u u
⎧ ⎫= ∈ ≥ = + >⎨ ⎬
⎩ ⎭

. 

Выпуклое множество  имеет единственные крайние точки 2 , 0K x
2(1- ). x

Доказательство. В предыдущем примере доказано, что функции  
1 2( ) 2 , ( ) 2(1 )x x x xϕ ϕ= = −  есть крайние точки множества , а потому K

эти функции есть крайние точки и множества , так как0K 1 2,ϕ ϕ  входят 
в . 0K

Докажем, что любая другая функция  из  не есть крайняя точ-u 0K
ка. 

Рассмотрим функцию 

1 1 2 2( ) (1 ) ( ) ( ( ) ( ))
2 2

v x u x t x t x
α α ϕ ϕ= + − + , 

где 1 2
(1) (0)

(0) (1), ,
u u

u u t tα
α α

= + = = .Очевидно, что  - вогнутая функ-v

ция. А так как 
1

(0) (0) 0, (1) (1) 0, ( ) 1
2 2

v u v u v
2

α α
= ≥ = ≥ = , то 

( ) 0, (0) (1) 0v x v v≥ + > , поэтому  входит в . По теореме 2  не есть v 0K u
крайняя точка множества . 0K

 
2. О точной нижней грани отношения вогнутого и выпуклого 

функционалов на выпуклом множестве 
 
Лемма 1. Для положительных чисел , ( 1, ..., )k ka b k n=  

1 1
1

11 1

...
inf : 0, ... 0 inf

...
n n k

k n
k nn n k

a a

b b

α α α α α
α α ≤ ≤

⎧ ⎫+ +
≥ + + > =⎨ ⎬+ +⎩ ⎭

a

b
. 

Доказательство. Пусть, например, 1

1 1

inf k

k n k

a a

b b≤ ≤
= . Тогда 

1 1 1 2 1
1

1 1 1 2 1

... 1 0 ... 0
inf : 0, ... 0

... 1 0 ... 0
n n n

k n
n n n

a a a a a

b b b b b

α α α α α
α α
⎧ ⎫+ + ⋅ + ⋅ + + ⋅

≥ + + > ≤ =⎨ ⎬+ + ⋅ + ⋅ + + ⋅⎩ ⎭

a

b
. 

С другой стороны, из следующих преобразований следует обратное 
неравенство: 
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11 1 1 1

1 1 1

11

...

...

n
k

k
n n k

n
n n k

k
k

a

aa a a

b b b b

b

α
α α
α α

α

=

=

+ +
= ⋅ =

+ +

∑

∑
 

2
1 2

1 1

21
1 2

1 1

( ...

( ...

n
n

n
n

a a

a a a
b bb
b b

α α α

α α α

+ + +
= =

+ + +

1

)

)

 

2
1 2

1 1 11 2

21
1 2

1 1

( ... ) ( )

( ... )

n
n k

n k
k

n
n

b b a

b b aa
b bb
b b

α α α α

α α α

=
+ + + + −

= ⋅
+ + +

∑
1

kb

b
=  

1

1 11 2

1 1
1

12

( )

(1 )

n
k k

k
kk

n
k

k
k

b a a

b b ba a

b bb

b

α

α α

=

=

−
= + ≥

+

∑

∑
1 . 

 
Лемма 2. Пусть  - непустое множество линейного нормирован-Φ

ного пространства . Конечные на Χ convΦ  неотрицательные функ-
ционалы 1p , 2p  соответственно вогнутый и выпуклый. Тогда 

12 12( ) ( )i conv iΦ = Φ . 
Доказательство. Для произвольного элемента u conv∈ Φ  суще-

ствуют числа 10, ... 1k nα α α≥ + + =  и элементы kϕ ∈Φ  такие, что 

1 1 ... n nu α ϕ α ϕ= + + . Поэтому, используя вогнутость 1p  и выпуклость 
, из неравенства 2p

1 1 1 1 1

2 1 2 1 2

( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ... ( )
n n

n n

p u p p

p u p p

α ϕ α ϕ
α ϕ α ϕ

+ +
≥

+ +
, 

согласно лемме 1, получим 

1 1

12 2

( ) ( )
inf

( ) ( )
k

k n k

p u p

p u p

ϕ
ϕ≤ ≤

≥ . 
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Но тогда 
1

12 12
2

( )
( ) ( )

( )

p u
i i conv

p u
≥ Φ ≥ Φ , 

что и требовалось доказать. 
 
Теорема 3. Пусть компактное выпуклое множество  - ,K ⊂ Χ Φ

множество крайних точек . K
Если 1p , 2p  конечные неотрицательные на  функционалы соот-K

ветственно полунепрерывный сверху вогнутый и полунепрерывный 
снизу выпуклый, то 

12 12( ) ( )i K i= Φ . 
Доказательство. Согласно Лемме 2, для любых u conv∈ Φ  спра-

ведливо неравенство 
1 12 2( ) ( ) ( )p u i p u≥ Φ . 

По теореме Крейна-Мильмана [1] conv KΦ = , поэтому для любой 
последовательности { }mu ⊂ K , сходящейся по норме к элементу 

, получим неравенства u K∈

1 1 1 12 2 12( ) lim ( ) lim ( ) ( ) lim ( ) ( ) ( )m m m
m m m

2p u p u p u i p u i p
→∞ →∞ →∞

≥ ≥ ≥ Φ ≥ Φ u . 

Таким образом, . 12 12( ) ( )i K i= Φ
 
Теорема 4. Пусть на замкнутом ограниченном выпуклом множест-

ве  рефлексивного банахова пространства K Χ  заданы конечные неот-
рицательные функционалы 1 2,p p . 

Если 1p  слабо полунепрерывный снизу вогнутый, а 2p  - слабо по-
лунепрерывный сверху строго выпуклый функционал, то существует 
крайняя точка ϕ  множества  такая, что K

1
12

2

( )
( )

( )

p
i K

p

ϕ
ϕ

= . 

Доказательство. Очевидно, что 120 ( )i K≤ ≤ ∞ . Рассмотрим стро-
го выпуклый функционал 

12 2 1( ) ( ) ( ) ( )p u i K p u p u= − . 
Так как p  слабо полунепрерывен сверху на , то существует элемент K

Kϕ ∈  такой, что sup ( )
K

p p ϕ=  [3]. Согласно следствию 3, к теореме 2 
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ϕ  есть крайняя точка множества . K
Итак, 

1 12 2 1 12 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),  p u i K p u p i K p u Kϕ ϕ− ≥ − ∈ . 
Из слабой полунепрерывности сверху функционала 2p  на  следует 
его ограниченность, поэтому из неравенства 

K

1
2 12 1 12 2

2

( )
(sup )( ( )) ( ) ( ) ( ) 0

( )K

p u
p i K p i K p

p u
ϕ ϕ− ≥ − ≥  

следует равенство 12 12( ) ( )i K i ϕ= . 
В следующей теореме будем предполагать существование на мно-

жестве  конечного строго выпуклого неотрицательного слабо полу-
непрерывного сверху функционала 

K
p . 

 
Теорема 5. Пусть на замкнутом ограниченном выпуклом множест-

ве  рефлексивного банахова пространства K Χ  заданы конечные неот-
рицательные функционалы 1 2,p p . 

Если 1p  слабо полунепрерывный снизу вогнутый, а 2p  - слабо по-
лунепрерывный сверху выпуклый функционалы, то 

12 12( ) ( )i K i= Φ , 
где  - множество крайних точек множества . Φ K

Доказательство. Пусть 0ε >  - произвольное число. Рассмотрим 

функционалы 2
1 2,p p pε ε+ + . Первый функционал вогнутый, а вто-

рой строго выпуклый, поэтому по теореме 4 существует крайняя точка 
ϕ  множества  такая, что для всех  из  K u K

1 1
2 2

2 2

( ) ( )
.

( ) ( ) ( ) ( )

p u p

p u p u p p

ε ϕ ε
ε ϕ ε ϕ
+ +

≥
+ +

 

Согласно лемме 1 и тому, что sup
K

p < ∞ , получим неравенства 

1 1
122

22

( ) ( ) 1 1
min( , ) min( ( ), )

( ) ( ) sup( ) ( )
K

p u p
i

p p pp u p u

ε ϕ
ϕ ε ϕ εε

+
≥ ≥ Φ

+
. 

Вследствие произвольности 0ε >  отсюда приходим к неравенству 

1
12

2

( )
( ),  

( )

p u
i u

p u
≥ Φ ∈ K , 

что и требовалось доказать. 
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Теорема 6. Пусть  - выпуклое множество линейного нормиро-
ванного пространства ; 

K
Χ 0 ,Cα - положительные абсолютные констан-

ты. Множество . Неотрицательные конечные функционалы KΦ ⊂
1 2,p p  соответственно вогнутый и выпуклый. 
Если для любого элемента \u K conv∈ Φ  существует число 

0α α≥  и элемент convϕ ∈ Φ  такие, что 1) (1 )u Kα αϕ+ − ∈ ; 
2) 2 2( ) ( )p u Cp ϕ≤ , то 12 12( ) ( )i K i= Φ . 

 
Замечание 1. Согласно теореме 2, из условия 1) следует, что все 

элементы \u K conv∈ Φ  не являются крайними точками множества 
. K
Доказательство. В силу условия 1) элемент (1 )uα αϕ+ −  при-

надлежит , поэтому K
1 12 2((1 ) ) ( ) ((1 ) ).p u i K p uα αϕ α αϕ+ − ≥ + −                  (2) 

Из выпуклости 2p  следует неравенство 

2 2 2
(1 ) 1

( ) ( ) ( [(1 ) ] )
1 1 1

u
p u p p u

α αϕ αϕ αα αϕ ϕ
α α

+ − +
= = + − +

+ + +α
≤

2 2
1

((1 ) ) ( )
1 1

p u p
αα αϕ ϕ

α α
≤ + − +

+ +
, 

откуда 
2 2((1 ) ) (1 ) ( ) ( ).p u p u p2α αϕ α α ϕ+ − ≥ + −                    (3) 

Аналогично для вогнутого функционала 1p : 

1 1((1 ) ) (1 ) ( ) (1 )p u p u pα αϕ α α ϕ+ − ≤ + − .                     (4) 
Следовательно, учитывая (3), (4), из (2) получим неравенство 

1 12 2 1 12 2(1 )( ( ) ( ) ( )) ( ( ) ( ) ( ))p u i K p u p i K pα α ϕ ϕ+ − ≥ − . 
Но тогда для всех  \u K conv∈ Φ

0 1 1
12 12

0 2 2

1 ( ) ( )
( ( ))

( ) ( )

p u p
C i K

p u p u
( )i K

α ϕ
α
+

− ≥ − , 

а потому, согласно лемме 2, 

0 1
12 12 12 12 12

0 2

1 ( )
( ( )) ( ) ( ) ( )

( )

p u
C i K i conv i K i i K

p u
( )

α
α
+

− ≥ Φ − = Φ − . 

Ясно, что всегда можно считать, что 0

0

1
1C

α
α
+

⋅ ≥ , поэтому полу-

 208



 
 
 
 
 
 

О ТОЧНОЙ ОЦЕНКЕ ОТНОШЕНИЯ  
ДВУХ ФУНКЦИОНАЛОВ НА ВЫПУКЛОМ 
МНОЖЕСТВЕ 

ченное неравенство справедливо и для всех u conv∈ Φ . Итак, для лю-
бых элементов  u K∈

0 1
12 12 12

0 2

1 ( )
( ( )) ( ) (

( )

p u
C i K i i

p u
) 0K

α
α
+

− ≥ Φ − ≥ , 

откуда и получим равенство 12 12( ) ( )i K i= Φ . 
Следствие. Пусть  - выпуклое множество линейного нормиро-

ванного пространства ; 
K
Χ 0 ,Cα  - положительные абсолютные кон-

станты. Множество . Неотрицательные конечные функционалы KΦ ⊂
1 2,p p  соответственно полунепрерывный сверху вогнутый и полуне-

прерывный снизу выпуклый на K . 
Если для любого  существует число \u K conv∈ Φ 0α α≥  и эле-

мент convϕ ∈ Φ  такие, что 1) (1 )u Kα αϕ+ − ∈ ; 2) 2 2( ) ( )p u Cp ϕ≤ , то 

12 12( ) ( )i K i= Φ . 
Доказательство. Согласно теореме 6, для всех u K∈  

1 12 2( ) ( ) ( )p u i p u≥ Φ . 

Пусть элемент u K∈ , тогда существует последовательность 
{ }nu ⊂ K , сходящаяся по норме к , а потому u

1 1 1 12 2 12( ) lim ( ) lim ( ) ( ) lim ( ) ( ) ( )n n n
n n n

2p u p u p u i p u i p
→∞ →∞ →∞

≥ ≥ ≥ Φ ≥ Φ u , 

что и требовалось доказать. 
Замечание 2. Если последовательность { }nu ⊂ K  такова, что 

, то условия теоремы 6 достаточно проверить толь-

ко на элементах этой последовательности.  

12 12( ) lim ( )n
n

i K i u
→∞

=

Пример 3. Пусть . [0, 1]CΧ =

0
1

[0, 1] : 0,  âîãíóòû, ( ) 1, (0) (1) 0
2

K u C u u u u
⎧ ⎫= ∈ ≥ = + >⎨ ⎬
⎩ ⎭

. 

Конечные на  неотрицательные функционалы 0K 1 2,p p  соответст-
венно вогнутый и выпуклый, 

{ }2 1inf ( ) : ( ) 0m p u u conv ϕϕ= ∈ 2 >
x

, 

где функции 1 2( ) 2 , ( ) 2(1 )x x xϕ ϕ= = −

0

. 
Если существует функция 0u K∈  такая, что 12 0 12 0( ) (i K i u )= , то 
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12 0 12 1 12 2( ) min( ( ), ( )i K i i )ϕ ϕ= . 
Доказательство. Множество  - это множество из примера 2, где 

отмечено, что функция 
0K

0 1 1 2( ) (1 ) ( ) ( ( ) ( ))
2 2

v x u x t x t x2
α α ϕ ϕ= + − + , 

0
0 0 1 2

(1) (0)
(0) (1),  ,  

u u
u u t tα 0

α α
= + = =  входит в . А так как 0K

2 0
2 0 2 1 1 2 2 0

( )
( ) ( ),  ,  

p u
p u Cp t t C

m
ϕ ϕ α≤ + = α= , 

то по теореме 6 

1 1 1 2
12 0

2 1 2 2

( ) ( )
( ) min( ;

( ) ( )

p p
i K

p p
)

ϕ ϕ
ϕ ϕ

= . 

 
3. Заключение 
Результаты данной работы имеют непосредственное отношение не 

только к выпуклому анализу, но и к уже известным в математике фак-
там, например, к обратному неравенству Гельдера. На основе обратно-
го неравенства Гельдера в работе Геринга [4] доказана теорема, имею-
щая многочисленные применения в теории весовых пространств, ква-
зиконформных отображений, дифференциальных уравнений с частны-
ми производными. В связи с этим отметим также работу [5]. 
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