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В статье предлагается математическая модель региональной макро-
экономики с учетом запаздывания при вводе фондов; на основе про-
изводственной B-функции исследована стационарная траектория 
модели. Найдены необходимые и достаточные условия существова-
ния и единственности стационарной траектории. Исследован выход 
модели на стационарный режим. 
 
The article describes the mathematical model of regional macroeconom-
ics taking into account tardiness of funds introduction on a basis of the 
production B-function. The stationary trajectory of the model has been 
researched. The necessary and sufficient conditions of existence and 
unicity of the stationary trajectory have been found. The model coming 
out to the stationary regime has been studied. 
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1. Об инвестициях и потреблении в региональной макроэкономике 
РФ 

Пусть  K   –  основной капитал (фонды),    –  число работников, 
участвующих в производственном процессе экономической системы 
региона. Введем переменные (аргументы) производственного процесса  

N

Kμ ,  ,  где  gN μ   –  доля выбывших за год основных производствен-
ных фондов,    –  средний годовой доход одного работника. Пусть  

  –  валовой региональный продукт (ВРП), измеряемый в стоимост-
ном исчислении.

g
Y

1 
                                                 
*Автор благодарит проф. В. К. Булгакова за оказание помощи при постановке 

задачи. 
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Введя безразмерные параметры (переменные)  
Ng
KA μ

= ,  
Ng

YC = ,  

предложенную в работе [1] производственную B-функцию можно за-
писать в виде 

( ) ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−+−=

−
−

∞

ABAB eABbeb
C
C

1

111 , (1) 

где  B ,  b ,  ∞C   параметры производственной B-функции. В [1] при-
ведены с точностью до  ε  следующие значения параметров 
производственной функции экономики Хабаровского края:  ,  

,  .  В переменных  

  –
 310−=

829,0=B
858,0=b 091,12=∞C Kx μ=1 ,  Ngx =2 ,  Y   про-

изводственная B-функция имеет вид 

⎟
⎟
⎠
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⎝
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⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛
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2

2

1 206.1

1

829.0

2 1423.11374.10 x
x

x
x

exexY . (2) 

Введя нормирующие множители  
B
1 ,    для переменных  ∞C A   и  C ,  

т. е.  ,  ABx = ( )
∞

=
C
CxB ,  производственную функцию (1) представим 

в виде 

( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+−=

−− xx exbebxB
1

111)( . (3) 

Абсолютный показатель  Y   следующим образом выражается через 
функцию (3): 

)(xBCNgY ∞= . (4) 
С точки зрения математического моделирования экономическая систе-
ма региона отличается от экономической системы страны тем, что ма-
тематическую модель макроэкономики региона нельзя рассматривать 
как замкнутую, когда инвестиции и потребление полностью определя-
ются объемом произведенной продукции. Валовой региональный про-
дукт за вычетом  полного объема налоговых изъятий с рассматривае-
мой территории определяет только часть региональных инвестиций и 
потребления. Необходимо рассматривать процесс воспроизводства ос-
новного капитала региона также с учетом капитальных расходов бюд-
жетов всех уровней (федерального, регионального, муниципальных 
бюджетов региона), финансовых потоков естественных монополий на 
территории (отраслевое финансирование) и финансирования из других 
источников. Рассмотрим модель суммарного финансирования капи-
тальных расходов региона бюджетной системой Российской Федера-
ции, естественными монополиями на территории и из других источни-
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ков. За основу модели возьмем схему бюджетной системы РФ, рас-
смотренную в [2]. 
Пусть    –  полный объем налоговых изъятий с рассматриваемой тер-
ритории, а  ,  ,    –  налоги, поступающие в федеральный, ре-

гиональный и муниципальные бюджеты региона. Введем  

Q

FQ RQ MQ

Q
QF=1ρ ,  

Q
QR=2ρ ,  

Q
QM=3ρ   и пропорции  1ν ,  2ν   возврата средств в порядке 

перераспределения доходов в долях от уровня доходов нижестоящих 
бюджетов, рассчитанные как увеличивающие коэффициенты. 
Поступления в региональный и местные бюджеты от естественных 
монополий на территории по аналогии с бюджетным регулированием 
выразим через пропорции  ind

Rν ,  ind
Mν ,  поступления из других источни-

ков (внебюджетной системы РФ и внеотраслевого финансирования) – 
через пропорции  ,  0

Rν
0
Mν   в долях от уровня налоговых поступлений 

регионального и местных бюджетов. 
Введя параметры  δ   –  уровень налогового бремени региона  
( YQ /=δ ),    – норму накопления, определяемую организаторами 
производственного процесса региона, для суммарных инвестиций  

s
I   и 

фонда непроизводственного потребления  W   можем записать: 
)(xBCNgcYcI ii ∞== , (5) 
)(xBCNgcYcW ww ∞== , (6) 

где функция    определяется уравнением (3), а коэффициенты  ,  
  равны: 

( )xB ic

wc
( )
( ) ( ) ⎭

⎬
⎫

+−−=
+−=

,11
,1

ww

ii

rsc
rsc

δ
δ

      (7) 

 

где
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Как нетрудно убедиться, коэффициенты  ,    удовлетворяют урав-
нению 

ic wc

qcc wi =+ , (8) 
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где  ( ) ( ) ( ){ }δρνννρνννδ 3
0

22
0

1 111 M
ind
MR

ind
Rq ++++++++−= .  Анализ 

показывает, что  . 1≈q
 
2. Учет запаздывания при вводе фондов 
В реальной экономике капитальные вложения в основные фонды (ос-
новной капитал) всегда осваиваются с некоторым запаздыванием. 
Предполагаем, что инвестиции, сделанные в момент времени  τ   в объ-
еме  ( )τI ,  т.е. за год  [ ]ττ ,1−   будут осваиваться постепенно, долями, 
согласно некоторому закону распределения  ( ) 0, >τtN ,  причем  

.  Поскольку инвестиции делаются не только в какой-то 

фиксированный момент времени, но могут иметь место в любой мо-
мент 

( ) 1, =∫
∞

dttN
τ

τ

τ , то ко времени  накопится следующий объем вводимых фон-
дов : 

t
( )tV

( ) ( )∫
∞−

=
t

dItNtV τττ,)( ,     [ ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

t
рубV ,  

где инвестиции и функция распределения имеют размерность 

[ ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

t
рубI ,     [ ] ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=
t

N 1 .  

Предположим, что процесс инвестирования и ввода фондов происхо-
дит постоянно, а распределение ( )τ−tN  имеет экспоненциальный ха-
рактер: 

( ) ( )τκτ −−=− teAtN . (9) 

Из условия нормировки    получаем:  ( ) 1=−∫
∞

dttN
τ

τ κ=A ,  а 

( ) ( ) ( )∫
∞−

−−=
t

t dIetV ττκ τκ . (10) 

Дифференцированием (10) по параметру  нетрудно получить уравне-
ние динамики ввода фондов с учетом инвестиций и запаздывания при 
вводе фондов в виде [3]: 

t

( ) ( ) ( )tVtI
dt

tVd κκ −= . (11) 
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3. Модель региональной макроэкономики с учетом запаздывания 
при вводе фондов 
Рассмотрим математическую модель макроэкономики региона в сле-
дующих относительных безразмерных показателях (агрегированных 
переменных): 

Ng
KBx μ

=  ,     
Ng

V
=υ  ,     

Ng
Ii =  ,     

Ng
Ww =  ,     

Ng
Yy =  . (12) 

x ,  υ   –  фазовые (основные) переменные (при  constg =   x   пропор-
циональна фондовооруженности); экономический смысл переменных  

,  ,    следует из (12). i w y
Примем следующие допущения. 

1.  Производственный процесс региона описывается функцией (3). 
2.  Динамика основных фондов региона описывается уравнением 

KV
dt
dK μ−= . (13) 

Уравнение (13) выражает тот факт, что изменение основных фондов в 
единицу времени определяется их износом в единицу времени в произ-
водственном процессе и вводимыми фондами  V  в единицу времени. 
3.  Изменение численности работников в единицу времени, участвую-
щих в производственном процессе региона, определяется уравнением 

ν=
dt
dN

N
1 , (14) 

где  ν   –  постоянная, определяющая годовой темп прироста численно-
сти работников за счет демографических процессов. 
4.  Изменение среднегодового дохода одного работника в единицу 
времени определяется уравнением 

τ=
dt
dg

g
1 , (15) 

где  τ   –  постоянная модели, определяющая годовой темп прироста 
среднегодового дохода одного работника. 

Продифференцировав соотношение  
Ng
KBx μ

=   по времени, полу-

чаем 

dt
dg

g
x

dt
dN

N
x

dt
dK

K
x

dt
dx

−−= . (16) 

Учитывая (12), (13), (14), (15), уравнение динамики фазовой перемен-
ной x  можно представить в виде [4] 

xB
dt
dx λυμ −= , (17) 
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где τνμλ ++= , ( )[ )∞∈ ∞ ,0Cx , в силу свойств функции , 
.  Начальное условие уравнения (17) имеет вид 

( )xB
{ ∞<≤=∈ + ttRt 0: }

( )∞∈== ,0
)0()0(

)0()0( 0 Ng
KBxx μ . (18) 

Запишем уравнение динамики ввода фондов (11) в относительной пе-

ременной 
Ng

V
=υ . Дифференцируя по времени соотношение  

υNgV =  и используя уравнения (14), (15), а также выражение для ин-
вестиций (5), можно записать уравнение ввода фондов в форме 

υχκυ
−= ∞ )(xBCc

dt
d

i , (19) 

где  τκχ ++= v ,  ( )[ )∞∈ ∞ ,0Cυ ,  { }∞<≤=∈ + ttRt 0: .  Начальное 
условие уравнения (19) имеет вид 

( )∞∈== ,0
)0()0(

)0()0( 0 Ng
Vυυ . (20) 

Таким образом, приходим к следующей математической модели 
региональной макроэкономики с учетом запаздывания при вводе фон-
дов в относительных переменных  ( x , υ ,  i  – удельные инвестиции,  

 – среднедушевое потребление,   – удельный объем производства) 
[4]: 
w y

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

+−−=+−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+−=

===

=−=

=−=

−−

∞∞∞

∞

.11,1

,111)(

,)(,)(,)(

,)0(,)(

,)0(,

1

0

0

wwii

xx

wi

i

rscrsc

exbebxB

xBCyxBCcwxBCci

xBCc
dt
d

xxxB
dt
dx

δδ

υυυχκυ

λυμ

 (21) 

Переменные  ,  )(tx )(tυ   (фазовые, основные) как решение задачи 
Коши (17), (19), (18), (20) изменяются во времени, описывая динамику 
развития региональной экономической системы. Очевидно, что ос-
тальные макроэкономические переменные также являются функциями 
времени:  ( ))(txBCci i ∞= ,  ( ))(txBCcw w ∞= ,  ( ))(txBCy ∞= .  В рас-
сматриваемой модели вся динамика определяется задачей Коши (17), 
(19), (18), (20) для переменных  ,  )(tx )(tυ   (поэтому они названы ос-
новными). 
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Исследуем стационарную траекторию модели (21), т. е. 
, constxx s == consts ==υυ , constii s == , constww s == , 
. В этом случае предметом исследования будет следую-

щая система двух уравнений: 
constyy s ==

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

−=

−=

∞ .)(

,

υχκυ

λυμ

xBCc
dt
d

xB
dt
dx

i

 (22) 

Вопрос о существовании и единственности стационарной траектории 
модели решает следующая теорема [5]. 

Теорема 1.  Пусть  0, >χλ   и имеет место неравенство 
χλκμ >∞CcB i , (23) 

тогда система (23) имеет единственную стационарную нетривиальную 
траекторию:  ,  0>sx 0>sυ . 

Доказательство.  Стационарная точка  ( )ssx υ,   дифференциаль-
ных уравнений (22) определяется системой двух алгебраических урав-
нений: 

⎭
⎬
⎫

=−
=−

∞ .0)(
,0
υχκ

λυμ
xBCc

xB

i

  

Подставляя  υ   из первого уравнения во второе, получаем 
0)()( =− xxB ϕ ,  

где  xx γϕ =)( ,  
∞

=
CcB iκμ

χλγ . 

Функция  непрерывная, положительная, дифференцируемая, 
строго возрастающая на  ( , 

)(xB

+R 0)( >xB 0)( >′ xB   +∈∀ Rx ),  причем 
, 0)0( =B 1)0( =′B , 1)(lim =

∞→
xB

x
.  Прямая )(xϕ : 0)0( =ϕ , γϕ =′ )0( , 

∞=
∞→

)(lim x
x

ϕ .  Так как ,  )(xB )(xϕ  выходят из одной точки    с 

наклонами    и  

0=x

1)0( =′B γ ,  то при  1<γ   в силу непрерывности функ-
ций существует промежуток  +⊂ R),0[ δ ,  где  δ   – некоторое положи-
тельное число, на котором  )()( xBx <ϕ .  Тогда в силу того, что функ-
ции , )(xB )(xϕ  строго возрастающие, причем  ,  а  1)(lim =

∞→
xB

x

∞=
∞→

)(lim x
x

ϕ ,  существует единственная точка  0>ω ,  в которой  

)()( ωϕω =B .  Точка  ω   и есть стационарная точка  :  sx ω=sx .  Заме-
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тим, что стационарное значение второй переменной  
B
xs

s μ
λυ = .  Учи-

тывая, что                             
∞

=
CcB iκμ

χλγ ,  получаем                        (23)  

Следует отметить, что в силу отмеченных свойств B-функции, не-
равенство (25) является необходимым и достаточным условием. 

Используя первое уравнение системы (7), распишем неравенство 
(23) относительно нормы накопления  ,  формируемой организатора-
ми регионального производственного процесса, в виде 

s

( )[ ] ( )[ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
++⋅++

−
>

∞

−−

irCB
s

11 11
1

1 κτνμτν
δ

. (24) 

Из (24) следует, что увеличение годового темпа прироста численности 
работников, участвующих в производственном процессе ν , увеличе-
ние годового темпа прироста среднегодового дохода работника τ , 
увеличение налогового бремени δ , уменьшение коэффициента износа 
основного капитала μ , увеличение времени запаздывания при вводе 
фондов (уменьшение κ ) приводит к увеличению предельно допусти-
мой нижней границы нормы накопления . Неравенство (24) имеет 
большое значение. Параметры рассматриваемой региональной макро-
экономической системы и предельно допустимая нижняя граница нор-
мы накопления  должны удовлетворять неравенству (24). В против-
ном случае экономическая система не имеет стационарную нетриви-
альную траекторию. Неравенство (24) является необходимым услови-
ем выхода экономики на стационарную траекторию. 

s

s

Если рассмотреть экономическую систему, имеющую параметры:  
,  ,  829,0=B 858,0=b 091,12=∞C ,  18,0=δ ,  0198,0=ir ,  ,  

,  
1402,0=wr

98,0=q 0045,0−=ν ,  07,0=μ ,  то для  1,0=τ ,  7=κ   получаем 
2674,0>s ,  

а для  ,  05,0=τ 14=κ   вычисления приводят к неравенству 
1773,0>s .  

При численном решении уравнения 
0)()( =−≡ xxBx γψ  (25) 

для определения величины    на основе метода Ньютона sx

)(
)(

1
n

n
nn x

xxx
ψ
ψ
′

−=+  (26) 

необходимо задать начальное приближение  ,  находящееся в облас-
ти притяжения корня, тогда метод Ньютона сходится (как геометриче-

0x
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ская прогрессия). Однако если точка    не находится в области при-
тяжения корня, то метод расходится. 

0x

Используя свойства производственной B-функции, докажем следую-
щую теорему. 

Теорема 2.  Если для решения уравнения (25), определяющего 
стационарную траекторию модели, использовать метод Ньютона (26) и 
взять начальное приближение 

1
0

−= γx , (27) 
то итерационный процесс Ньютона дает монотонно убывающую по-
следовательность   sn xx →}{ .

Доказательство.  Действительно, в точке  
γ
1

=x   функция 

0111
<−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

γγ
ψ B , (28) 

т.е. точка находится справа от корня  .  Вторая производная функции  sx

)(xψ   на отрезке  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

γγ
1,sxl  

0)( <′′ xψ , (29) 
так как    для  0)( <′′ xB ),0( ∞∈x .  Как известно [6], неравенства (30), 
(31) гарантируют, что итерационный процесс Ньютона дает монотонно 
убывающую последовательность    sn xx →}{

Таблица 1 
 

j  s  0x  sx  sυ  )( sxB  x
)

 υ
)

 
1 0,20 1,1129 0,2501 0,4977 0,2247 0,1253 0,2494 
2 0,25 1,3612 0,6721 1,3377 0,4938 0,3256 0,6481 
3 0,30 1,6095 1,0392 2,0684 0,6457 0,4758 0,9469 
4 0,35 1,8577 1,3811 2,7488 0,7434 0,6052 1,2045 
5 0,40 2,1060 1,7046 3,3927 0,8094 0,7204 1,4338 
6 0,45 2,3542 2,0138 4,0082 0,8554 0,8245 1,6410 
7 0,50 2,6025 2,3117 4,6010 0,8883 0,9194 1,8298 
8 0,55 2,8508 2,6004 5,1757 0,9122 1,0065 2,0033 
9 0,60 3,0990 2,8818 5,7358 0,9299 1,0870 2,1635 
10 0,65 3,3473 3,1572 6,2839 0,9432 1,1618 2,3124 
11 0,70 3,5955 3,4277 6,8222 0,9533 1,2317 2,4515 
12 0,75 3,8438 3,6941 7,3526 0,9611 1,2972 2,5819 
13 0,80 4,0921 3,9573 7,8765 0,9671 1,3588 2,7046 
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В табл. 1 приведены результаты расчетов стационарных точек  
( ssx )υ,   для региональной экономической системы, параметры которой 
были приведены выше для случая  05,0=τ ,  14=κ   и  .  
При выборе нижней границы нормы накопления  

[ ]8,0,2,0s  ∈
s   учитывалось не-

обходимое условие (24). При расчете    использовался итерационный 
метод Ньютона, начальное приближение выбиралось по формуле (27). 
Напомним, что 

sx

B
xs

s μ
λυ = . (30) 

Для каждого значения  ,  при котором существуют стационарные не-
тривиальные значения фазовых переменных  , 

s
sx sυ   на фазовой плос-

кости  υ,x ,  точнее в ее положительном ортанте, имеется особая точка  
( ssx )υ,   –  точка стационарности региональной макроэкономики с уче-
том запаздывания при вводе фондов. 

Проведем исследование устойчивости стационарного решения 
системы (22). Используя замену 

sxxy −= ,     sz υυ −= ,  
запишем систему (22) в виде 

( ) ⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

−−+=

+−=

∞ ,)()(

,

zxBxyBCc
dt
dz

zBy
dt
dy

ssi χκ

μλ
 (31) 

стационарное решение которой  0, ≡zy   ( sxx = ,  sυυ = ).  Исследова-
ние устойчивости стационарного решения системы (22) сводится к 
анализу устойчивости тривиального решения [7] системы (31). 

Теорема 3.  Если выполняются условия теоремы 1, то точка покоя  
  системы (31) устойчива в целом. 0, ≡zy

Доказательство.  Перепишем систему (31) в виде 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

−−+=

+−=

∞ .)(

,

zx
B

xyBCc
dt
dz

zBy
dt
dy

ssi χ
μ
χλκ

μλ
 (32) 

Для доказательства теоремы воспользуемся примером 
Н. Н. Красовского в изложении Е. А. Барбашина [8, с. 51-52]. Постро-
им функцию Ляпунова для системы (32) в виде 
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( )

[ ] .)()(2
0

2

∫ +−++

++=Λ

∞

y

ssi dyxyBxypCcB

zBy

κμ

μχ
  

Ее производную запишем в виде 

( ) [ ] yxyBxypCcB
dt
d

ssi )()(2 +−++−=
Λ

∞ χλκμ .  

В силу теоремы об асимптотической устойчивости в целом (см. [8]) 
достаточные условия устойчивости задачи (33) имеют вид: 

[ ]

[ ] .)()(2)

,00)
,00)()(2)

0

∞→∞→+−+

≠>+
≠>+−+

∫∞

∞

yприdyxyBxypCcBc

yприb
yприyxyBxypCcBa

y

ssi

ssi

κμ

χλ
κμ

 
(33) 

Покажем, что эти условия выполняются. 
Условие a). Из рис. 1 видно, что  )()( ss xyBxyp +−+   положи-

тельно при    и отрицательно при  0>y 0<y .  Величина  ∞CcB iκμ2   
положительна по смыслу входящих в нее констант. Следовательно, ус-
ловие a) выполняется. 

sx−

)( sxxp +

)( sxxB +

x

1

 
Рис. 1.    К обоснованию 
условия устойчивости a) 

 
Условие b) выполняется, так как 0>λ  и 0>χ  (в силу условий 

теоремы 1). 
Условие c) выполняется, так как ,  

  и  

∞=+
∞→

)(lim sy
xyp

1)(lim =+
∞→ sy

xyB 02 >∞CcB iκμ . 

Таким образом, все условия (33) выполняются, следовательно, 
теорема об асимптотической устойчивости в целом имеет место, и точ-
ка покоя системы (31) является асимптотически устойчивой в целом.  

В силу теоремы 3, точка покоя системы (31) асимптотически ус-
тойчива в целом (т. е. устойчива при любых начальных возмущениях), 
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следовательно, асимптотически устойчива в целом и стационарная 
траектория исходной системы (22). На рис. 2 приведены траектории 
системы (22) в окрестности стационарной точки при различных нормах 
накопления. Система рассчитывалась методом Рунге-Кутта четвертого 
порядка точности. 
 

x xx

υ υ υ3.0=s 5.0=s 8.0=s

sx sx sx

sυ sυ sυ

 
Рис. 2.  Траектории системы (22) в окрестности стационарной точки  

( ssx )υ,  при различных нормах накопления 
 

4.  Выход модели на стационарный режим 
Если начальные условия таковы, что  sxx ≠0   и  sυυ ≠0 ,  то в мак-

роэкономике региона будет наблюдаться нестационарный процесс вы-
хода на режим, определяемый задачей (17), (19), (18), (20). 

Представляет интерес исследование характера переходного про-
цесса в зависимости от начальных условий и значений параметров мо-
дели  Bμ ,  ∞Cciκ ,  λ ,  χ .  При варьировании нормы накопления    
изменению подвержен параметр  

s

∞Cciκ   как линейная возрастающая 
функция. Так, при  8,02,0 << s   395,114113,31 << ∞Ccκ i . 

В качестве примера рассмотрим решение задачи Коши (17), (19), 
(18), (20) для региональной экономической системы, параметры кото-
рой были даны выше. Задача Коши решалась численно на ЭВМ мето-
дом Рунге-Кутта четвертого порядка точности с шагом  01,0=tΔ  года. 

Рассмотрим некоторые результаты расчетов переходных процессов 
модели макроэкономики региона. При анализе переходных процессов 
показательной величиной является  x

)
,  которая соответствует макси-

муму функции  )()( xxB ϕ−   по фазовой переменной  x ,  т. е. условию 
0)()( =−′= γψ xBx , (34) 

где  10 << γ .  Функция  )(xB′   положительная, строго монотонная 
убывающая на промежутке  ),0[ ∞   от 1 до 0,  поэтому уравнение (34) 
имеет единственное нетривиальное решение. Так как при этом  
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0)(1 <′′<− xB ,  то для итерационного метода Ньютона точка  ,  
находится в области притяжения корня  

00 =x
x
)

.  Уравнение (34) решалось 
численно методом Ньютона, начальное приближение бралось  ,  
что обеспечивало монотонно возрастающую последовательность  

00 =x

xxn

)
→}{ .  Результаты расчетов приведены выше в табл. 1. 

x

x

x

υ

υ

υ

летt,

летt,

летt,

летt,

летt,

летt,

3.0=s

5.0=s

8.0=s

3.0

5.0

2.1

6.0

1.1

7.2

5.0

2.1

3.3

1.1

6.2

2.7

7.0

0.2

1.6

5.1

4.4

3.13

0

0

0

0

0

0

20

20

20

20

2020

4040

4040 6060 8080

0.3562=x) 0.7703=υ)

0.7929=x) 1.7148=υ)

1.2273=x) 2.6543=υ)

sx

sx

sx

sυ

sυ

sυ

 
Рис. 3. Траектории выхода модели на стационарный режим 

 
На рис. 3 представлены некоторые результаты расчетов переход-

ного процесса рассматриваемой модели макроэкономики для различ-
ных норм накопления. 
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При любом начальном состоянии макроэкономической модели 
(21), определяемом начальными значениями фазовых переменных  

),0(, 00 ∞∈υx ,  ,  sxx ≠0 sυυ ≠0 ,  при  1<γ ,  решение задачи Коши  
  sxtx →)( , st υυ →)( ,  при  ∞→t ,  не пересекая прямые    sxtx =)( ,

st υυ =)( ,  определяющие стационарные траектории сбалансированного 
роста  sssss ywix ,,,, υ .  Причем, достижение -окрестности стацио-
нарных значений, где    сколь угодно малая величина, происходит 
за конечное время  ,  а для перехода от состояний  

h
0>h

1T ][ hxs − ,  ,  ][ hxs +
][ hs −υ ,  ][ hs +υ   до  ssx υ, ,  соответственно требуется время  

.  Само решение уравнений (25), (30), определяющих  ∞→2T ssx υ, ,  
можно осуществить с некоторой погрешностью  compε ,  поэтому прак-
тически стационарное состояние экономической системы надо пред-
ставлять как некоторую окрестность точки  ssx υ, :  ,  ],[ hxhx ss +−

],[ hh ss +− υυ ,  где    –  малая, но конечная величина. h
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