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С использованием метода линеаризации построены математические 
модели, описывающие развитие возмущений в твердотопливном га-
зогенераторе. Уравнения возмущенного движения выводятся из 
уравнений одномерного равновесного движения продуктов сгорания 
в камере сгорания в период времени, соответствующий начальному 
периоду работы газогенератора. Математические модели возмущен-
ного движения применяются при решении двух задач внутренней 
баллистики – для расчета среднеквадратических отклонений газоди-
намических параметров и для определения собственных частот аку-
стических колебаний газогенератора. 
 
With use of a linearization’s method the mathematical models describing 
development of indignations in rocket engine are constructed. The equa-
tions of the indignant movement are deduced from the equations of one-
dimensional equilibrium movement of products of combustion in the 
chamber of combustion during time, corresponding to an initial stage of 
work rocket engine. Mathematical models of the indignant movement are 
applied at the decision of two problems of internal ballistics - to calcula-
tion dispersions gas parameters and for definition of own frequencies of 
acoustic fluctuations rocket engine. 

 
Уравнения газовой динамики, используемые при анализе внутри-

баллистических процессов в твердотопливных газогенераторах (ГГТТ) 
[1, 2], существенно нелинейны, что связано с особенностями проте-
кающих в газогенераторах физических процессов. Основным способом 
исследования процессов в камере сгорания ГГТТ является анализ его 
равновесного состояния. Однако в ряде решаемых технических задач 
особый интерес могут представлять особенности развития малых воз-
мущений исследуемых параметров относительно их равновесного со-
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стояния. Математическим инструментом, позволяющим исследовать 
развитие «возмущенного» изменения параметров, является метод ли-
неаризации [3]. В соответствии с этим методом решение задачи сво-
дится к решению одновременно двух задач – для исходной нелинейной 
системы, определяющей равновесное состояние исследуемой системы, 
и для ее линеаризованного варианта. Как пример, можно привести 
применение метода линеаризации для решения задачи об устойчивости 
ламинарного пограничного слоя [4]. В [5] анализ возмущений газоди-
намических параметров в пограничном слое позволяет выполнить ко-
личественный анализ эрозионного горения твердого ракетного топли-
ва. 

Будем рассматривать задачу о выходе на режим ГГТТ, конструк-
тивный вид которого представлен на рис. 1. 

 
Рис. 1. Конструктивная схема ГГТТ: 

1 – центральный канал; 2 – сопловая торцовая полость 
 

Уравнения внутрибаллистических процессов (уравнение сохране-
ния массы, количества движения и энергии, а также уравнение состоя-
ния), записанные для внутреннего канала (рис. 1, позиции 1, 2) твердо-
го топлива, могут быть записаны в следующем виде [6]: 
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В уравнениях (1)–(5) обозначено: t – текущее время процесса, x – 
продольная координата, F – площадь поперечного сечения канала 
(площадь является функцией продольной координаты), ρ , p, E, u – 
плотность, давление, энергия и скорость продуктов сгорания, k – адиа-
бата,  – правые части в уравнениях, характеризующие мощно-
сти источников массы, количества движения и энергии. В системе 
уравнений (1)–(5) записано уравнение сохранения массы только для 
суммарной плотности. Включение уравнений для сохранения массы 
отдельных компонентов не вносит принципиальных трудностей в ре-
шение уравнений для возмущений. Система уравнений замыкается со-
отношениями для термодинамических параметров и теплофизических 
характеристик газовой смеси. Единственное решение задачи обеспечи-
вается заданием начальных и граничных условий для газодинамиче-
ских параметров. Вместе с уравнениями газовой динамики дополни-
тельно решаются уравнения прогрева твердого топлива, уравнения для 
определения скорости распространения пламени и для скорости горе-
ния воспламенительного состава [6]. 

Eu fff ,,ρ

Решение задачи (1)–(5) осуществляется в детерминированной по-
становке, предполагающей, что все исходные данные – точные числа. 
Однако в действительности это не так. Например, истинные значения 
теплофизических характеристик топлива могут отличаться от значе-
ний, задаваемых в исходных данных, и могут быть охарактеризованы 
как стохастические величины. В этом случае следует, что искомые 
функции при решении задачи тоже необходимо рассматривать как сто-
хастические. Другая трудность при решении рассматриваемого класса 
задач состоит в незнании точных значений какой-либо группы пара-
метров, которую нельзя отнести к стохастической (например, какой-то 
параметр невозможно измерить). Такая неопределенность заставляет 
вести решение задачи и ее обработку при варьировании неизвестных 
параметров во всем возможном диапазоне их изменения. 

Привлекательным для практики представляется подход, при кото-
ром детерминированное решение задачи о развитии процесса в твердо-
топливном газогенераторе рассматривается как определение математи-
ческого ожидания разыскиваемых параметров, а для определения от-
клонений параметров от их математического ожидания базовая систе-
ма уравнений дополняется уравнениями для расчета отклонений. Кро-
ме того, при таком подходе удается решить задачу об устойчивости 
внутренних процессов в твердотопливном газогенераторе (установле-
ние таких значений неопределенных исходных данных, при которых 
значения разыскиваемых параметров в какой-то момент времени начи-
нают неограниченно возрастать). Известны попытки решения подоб-
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ных задач, например, [2]. Однако из-за слабых мощностей ЭВМ про-
шлого века решение этих задач ограничивалось определением осред-
ненных по свободному объему значений математического ожидания и 
дисперсий для основных характеристик рабочего процесса в газогене-
раторе. Условия устойчивости работы твердотопливного газогенерато-
ра определялись также из предположения о том, что скорости продук-
тов сгорания во внутреннем объеме камеры близки к нулю. В началь-
ный период работы твердотопливного газогенератора применение та-
ких допущений может привести к значительным ошибкам. 

Уравнения для разбросов разыскиваемых параметров iϕ  (под iϕ  
понимаются значения F, ρ , p, E, u и др.) могут быть получены в пред-
положении о том, что отклонения этих параметров iϕ′  от базовых зна-

чений удовлетворяют условиям 1<<
ϕ
ϕ′

i

i . Процедура линеаризации 

уравнений (1)–(5) с учетом последнего соотношения позволяет полу-
чить следующие уравнения для отклонений pEu ′′′′ ,,,ρ : 
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Система уравнений (6)–(10) решается при задании начальных и 
граничных условий для отклонений ),(),,(),,(),,( xtExtuxtxtF ′′′′ ρ . 

Значения отклонений внутрибаллистических параметров, обуслов-
ленные возмущениями правых частей уравнений (1)–(5), (6)–(10), гра-
ничными и начальными условиями, могут быть установлены последо-
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вательным решением записанных систем уравнений. На первом этапе 
выполняется решение уравнений (1)–(5), что позволяет вычислить ма-
тематические ожидания для рассчитываемых внутрибаллистических 
параметров (соответствует отсутствию возмущающих факторов). На 
втором этапе выполняется многократное (для каждого варианта воз-
можных возмущений) решение системы уравнений (6)–(10). Консерва-
тивная форма записи уравнений для возмущений позволяет на обоих 
этапах вычислительного цикла применить одни и те же вычислитель-
ные процедуры (в работе использовался метод крупных частиц [7] с 
модификациями [6]). 

Для целей практики представляют интерес не только отклонения 
внутрибаллистических параметров, но и их дисперсии (среднеквадра-
тические отклонения). В дальнейшем будем считать, что изменение 
дисперсий внутрибаллистических параметров в период работы ГГТТ 
(при выходе на режим и на квазистационарном участке его работы) со-
ответствует развитию Гаусовского случайного процесса [8]. В этом 
случае можно принять, что все стохастические переменные, соответст-
вующие развитию разбросов параметров внутренней баллистики, под-
чиняются нормальному закону распределения случайных величин. В 
этом случае при анализе разбросов можно ограничиться определением 
математических ожиданий и дисперсий внутрибаллистических пара-
метров. 

Пусть функциональная зависимость стохастической величины  
от N аргументов  имеет вид )

Φ
ix ,...,,( 21 NxxxΦ=Φ . Тогда в соответст-

вии с [8] вычисление дисперсии  с использованием метода линеари-
зации может быть выполнено по формуле 
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Выше отмечалось, что возмущающими факторами, влияющими на 
возникновение и развитие отклонений, являются параметры, входящие 
в правые части уравнений (1), а также параметры, включенные в на-
чальные и граничные условия. Все возмущающие факторы можно раз-
бить на несколько групп. В первую группу параметров следует внести 
первоначальное значение давления в камере ГГТТ, температуру газа, 
заполняющего внутренний объем ГГТТ, и первоначальную температу-
ру твердого топлива. Влияние разбросов параметров окружающей сре-
ды (давление, температура и др.) существенно мало, и учитывать их не 
будем. Во вторую группу параметров входят теплофизические и тер-
модинамические характеристики продуктов сгорания воспламенитель-
ного состава (удельные теплоемкости, коэффициент теплопроводно-
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сти, динамическая вязкость, молекулярная масса, температура продук-
тов сгорания, массовая концентрация конденсированных частиц в про-
дуктах сгорания воспламенительного состава), сведения о свойствах 
твердой фазы воспламенительного состава (масса навески, плотность 
воспламенительного состава), характеристики горения воспламени-
тельного состава (скорость горения и энтальпия продуктов сгорания), 
значение площади отверстий в корпусе воспламенителя. В третью 
группу параметров входят теплофизические и термодинамические ха-
рактеристики продуктов сгорания топлива, сведения о свойствах топ-
лива в твердой фазе (плотность топлива, удельная теплоемкость), ско-
рость горения топлива, значение параметров, характеризующих зажи-
гание топлива (температура зажигания и (или) глубина химической ре-
акции в поверхностном слое топлива, при которой происходит зажига-
ние топлива). В четвертую группу параметров входит геометрия рас-
считываемого ГГТТ. Для характерных объемов – это величина внут-
реннего объема и площадь поверхности горения топлива. Для областей 
канального типа – это площадь поперечного сечения канала и пери-
метр боковой поверхности канала (периметр горящей поверхности то-
плива). Для соплового блока – это площадь минимального сечения со-
пла. Кроме того, в последнюю группу параметров следует включить 
значения давления разрушения заглушки и продолжительность разру-
шения заглушки. 

При подготовке исходных данных для всех перечисленных пара-
метров необходимо задавать их математические ожидания и разбросы. 
Характер получаемых при расчете разбросов внутрибаллистических 
параметров выполнен для исходных данных, соответствующих круп-
ному ГГТТ (длина центрального канала составляет ~6 м, площадь по-
верхности горения топлива ~22 м2, внутренний объем камеры сгорания 
~2,2 м3, масса воспламенительного состава 4 кг). Максимальные зна-
чения разбросов параметров, задаваемых в исходных данных, прини-
мались в интервале от 2 до 10 % от их номинальных значений. Резуль-
таты расчета разбросов приводятся на рис. 2, 3. 

На рис. 2 приводятся значения среднеквадратических отклонений 
2
Φσ=w  давления продуктов сгорания (кривая 1), плотности (кривая 

2), энергии (кривая 3) и температуры (кривая 4), вычисленные в сере-
дине центрального канала ГГТТ. На рис. 3 представлены зависимости 
p(t), построенные в середине центрального канала ГГТТ. Приводятся 
три зависимости давления p(t) – для математического ожидания (кри-
вая 2), максимального (кривая 1) и минимального (кривая 3) значений 
давлений.  

 30



 
 
 
 
 
 

О ПРИМЕНЕНИИ МЕТОДА ЛИНЕАРИЗАЦИИ 
ПРИ РЕШЕНИИ НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧ  
ВНУТРЕННЕЙ БАЛЛИСТИКИ 

 
Рис. 2. Среднеквадратические отклонения внутрибаллистических параметров: 

1 – давление; 2 - плотность; 3 - энергия; 4 - температура 
 

Анализ результатов расчетов дисперсий и среднеквадратических 
отклонений (в том числе и по результатам, представленным на рис. 2, 
3) позволяет сделать следующие важные для практики выводы: 

1. Характер изменения зависимостей p(t) и дисперсий, вычислен-
ных в разных областях камеры, одинаковый. Однако их количествен-
ные характеристики отличаются не только по пространству, но и по 
времени. Иначе говоря, рассчитанные значения дисперсий всех внут-
рибаллистических параметров ),( xtjσ  являются функцией времени и 
пространства. 

2. Значения отклонений и дисперсий достигают максимальных зна-
чений в период нарастания давления в камере ГГТТ. Это соответствует 
периоду зажигания топлива и распространения пламени по поверхно-
сти топлива.  

3. Характер изменения среднеквадратических отклонений различ-
ных параметров (давления, плотности, температуры, энергии) может 
существенно отличаться и качественно, и количественно. Так, макси-
мальные среднеквадратические отклонения плотности составляют бо-
лее 16 % от номинального уровня и соответствуют времени  с. 060,0≈t
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Максимальные значения среднеквадратических отклонений давления 
не превосходят 8 % и соответствуют моменту времени  с  
(рис. 2). 

112,0≈t

4. После выхода ГГТТ на режим квазистационарной работы откло-
нения и дисперсии уменьшаются и в течение некоторого времени ста-
билизируются. 

 

 
 

Рис. 3. Изменение уровня давления в канале заряда: 
1 – максимальное; 2 – номинальное; 3 – минимальное значения 

 
Выполнив преобразования, систему уравнений (6)–(10) можно пе-

реписать в другом виде: 
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Коэффициенты  и др. в системе 
уравнений (12)–(15) устанавливаются решением системы уравнений 

(1)–(5). В частности, 
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Записанная выше система уравнений (12)–(15) может быть при-
менена при анализе устойчивости работы ГГТТ. В соответствии с [9] 
анализ развития неустойчивости можно выполнить, применив в урав-
нениях (12)–(15) вместо дифференциальных операторов, определяю-
щих частные производные по пространственной координате, их ко-
нечно-разностные аналоги. При решении задачи (1)–(5) методом 
крупных частиц [7] уравнения (12)–(15) следует переписать в сле-
дующем конечно-разностном виде: 
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В выше записанных уравнениях значения индекса i изменяются в 
интервале Ni ,1= , где N – число расчетных узлов, на которых разби-
вается расчетная область при решении уравнений (1)–(5). Значения 

, , ,i i i ix a b cΔ%  определяются условиями 
0;1;1;~

1 ==−=Δ+Δ=Δ + iiiiii cbaxxx    при ; 01 ≥+iu
1;1;0;~

21 =−==Δ+Δ=Δ ++ iiiiii cbaxxx    при . 01 <+iu
В соответствии с [9] анализ устойчивости работы теплового ГГТТ 

можно оценить, выполнив анализ собственных значений матрицы А, 

составленной из коэффициентов при возмущениях 
p
p

E
E

u
u ′′′′

,,,
ρ
ρ , 

входящих в записанные конечно-разностные уравнения (правые части 
уравнений). Развитие нестационарного процесса будет оставаться ус-
тойчивым, если вещественная часть всех собственных значений мат-
рицы А отрицательна. Кроме того, существование комплексных соб-
ственных значений матрицы А означает наличие акустических коле-
баний в объеме камеры сгорания ГГТТ. Представляется важным, что 
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коэффициенты матрицы А являются функциями переменных, значе-
ния которых устанавливаются решением системы уравнений (1)–(5), и 
только ими. Из этого следует, что результаты решения базовой систе-
мы уравнений (1)–(5) позволяют установить устойчивость развития 
внутрибаллистических процессов и собственные частоты акустиче-
ских колебаний, которые могут при неблагоприятных условиях при-
вести к развитию резонансных явлений в ГГТТ. 

Для вычисления собственных значений матрицы, составленной из 

коэффициентов при возмущениях 
p
p

E
E

u
u ′′′′

,,,
ρ
ρ , применяется ориги-

нальный вычислительный алгоритм, основанный на применении по-
следовательности ортогонально-подобных преобразований исходной 
матрицы к блочно-трехдиагональной матрице. Подобные преобразова-
ния выполняются методом вращений [10]. К достоинствам разработан-
ного алгоритма следует отнести возможность определения собствен-
ных значений как функции не только от времени процесса, но и от 
пространственной координаты. Подробное описание вычислительного 
алгоритма излагается в [11]. 

На рис. 4, 5 приводятся некоторые результаты анализа собствен-
ных частот акустической энергии, выполненные для ГГТТ (рис. 1), 
сведения о котором имеются выше. На рис. 4 представлены результаты 
анализа изменения собственных частот, построенные в различных се-
чениях центрального канала 1 (рис.1 ) топливного заряда. На рис. 5 – 
для нескольких сечений в окрестности сопловой торцовой полости 2 
(рис. 1). Построенные кривые соответствуют максимальным значениям 
рассчитанных собственных частот. 

Анализ результатов расчетов, выполненных для центрального ка-
нала газогенератора (рис. 4), показывает, что в период нарастания дав-
ления в камере ГГТТ (до моментов времени, соответствующих 0,1 с) 
максимум акустической энергии приходится на частоты 70 Гц (кривая 
1, соответствует координате x = 0,5 м), 52 Гц (кривая 2,  соответствует 
координате x = 2,4 м), 12 и 29 Гц (кривая 3,  соответствует координате 
x = 5,8 м). Время появления колебаний соответствует воспламенению 
соответствующих участков канала заряда. Продолжительность колеба-
ний ограничивается временем не более 0,025 с. 

Анализ результатов, выполненных для сопловой торцовой полости 
(рис. 5), показывает, что наиболее напряженным по акустической энер-
гии является вход в надсопловую выемку (кривая 1 - х≈0,03 м). Кроме 
того, наблюдаются колебания в окрестности координаты х≈0,5 м (кри-
вая 2 – соответствует выходу из надсопловой выемки в торцовую по-
лость). 
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Рис. 4. Спектр частот в центральном канале топливного заряда: 
1 - х=0,5 м; 2 – x=2,4 м; 3 – x=5,8 м 
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Рис. 5. Спектр частот в сопловой торцовой полости: 
1 - х=0,03 м; 2 – x=0,5 м; 3 – x=0,8 м 

 
 
В заключение отметим, что применение разработанных математи-

ческих моделей «возмущенного» процесса, основанных на линеариза-
ции исходных уравнений внутрибаллистических процессов, представ-
ляется оправданным не только для твердотопливных газогенераторов, 
но и для других типов тепловых двигателей и установок. 
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