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Продолжается исследование начально-краевой задачи в ограниченной об-
ласти, начатое в работе [1] для двух случаев уравнения Кортвега-де Вриза – 
Бюргерса с нелинейным членом второго порядка и без него. В части [1] да-
ны введение в проблематику, библиографические ссылки, формулировки 
утверждений и приведено обоснование равномерных оценок вторых произ-
водных приближенного решения. Здесь будут выведены оценки с третьи-
ми производными и производными по времени. Также показано, как из 
них получаются утверждения теорем о существовании регулярного ре-
шения глобально по времени для случая уравнения, содержащего член со 
второй производной. Если уравнение не содержит этого члена, такое реше-
ние построено локально по времени и указан интервал существования, а 
также на заданном интервале, но при достаточной малости начальной 
функции. В дальнейшем будет представлено обоснование наличия сла-
бых решений.  
 
The initial boundary value problem for two cases for the Kortewege-de Vries 
equation is considered. In the first case the equation contains the second order 
nonlinear term (case a)) and in the second case it does not (case b)). The esti-
mates for the third order and time derivatives for the approximate solution are 
found. It is shown how from them the conclusions of the theorems about the ex-
istence of a regular solution globally in time is derived for the case a. Such a so-
lution locally in time is found for the equation with no the second derivative term 
and the existence range is given. 

 
Ключевые слова: регулярное решение, краевые условия, разрешимость, пре-
дельный переход, уравнение Кортвега-де Вриза-Бюргерса. 
Как и в [1], изучается уравнение  
 

( ) ,0122 =−+−++= xxxxxxxxxt uuuvuuuuLu μα               (1) 
,0>v    0≥α ,    0≥μ , 
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обращающееся при 0=α  в уравнение Котвега-де Вриза. При 0=v , 0=μ  
оно является обобщением уравнения Бюргерса на случай, когда коэффициент 
вязкости зависит от градиента скорости. В (1) этот коэффициент не только 
допускает вырождение, но и меняет знак. Мы доказываем, что для уравнения 
(1) в области Q=(0,Т)×(0,1) корректна следующая краевая задача: 

);()0,( 0 xuxu = .0),1(),1(),1(),0( =+== tutututu xxxx β                  (2) 

Рассмотрен случай, когда , = . Случай, когда )1,0(2
20 Wu ∈ )1,0(0u 0)0(0 =xu

),1,0(1
20 Wu ∈  0)1(0 =u  (существование слабых решений), будет рассмотрен 

в дальнейших работах. При условиях, указанных в [1], на коэффициенты α , 
v, μ , β  будут доказаны теоремы существования и единственности. 

 

Вывод второй равномерной оценки 

В пункте 1 работы [1] мы видели, что базисные функции  и ]1,0[∞∈Ciϕ
удовлетворяют условиям 

.0)1()1()1()0( =+== i
x

i
xx

ii
x βϕϕϕϕ  

Тогда из формулы 

))((1)(1)()( 1
ix

i
ix

i
ixi DDvDdvx ϕ

λλ
εεϕ ββ ll −=−=∫=  

дифференцированием выводим, что , и поэтому тако-0)0(2)0( =+ i
xx

i
xxx βϕϕ

му же условию удовлетворяет : ),( txu n

.0),0(2),0( =+ tutu xxxxxx β                                                 (3)  

Приближенное решение задачи мы искали в виде  ∑
=

=
n

i

in
i

n xtctxu
1

)()(),( ϕ

(для удобства иногда индекс ставим снизу), где  определялись из сис-)(tcn
i

темы обыкновенных дифференциальных уравнений: 

∫ =
1

0

,0)()( dxxuL in ϕ ,...,2,1 ni = ,)0( i
n
i cc =                          (4) 

,),(),(
,22 00 β

ϕλ L
i

xL
i

ii vuuc == ∑
∞

=

=
1

0 ).()(
i

i
i xcxu ϕ  
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Умножим уравнение (4) на  и просуммируем по i  от 1 до . Полу-ii c2λ n
чим 

∫ =
1

0

2 .0))(()( dxuDDuL n
x

xxn ββ ll  

Член с  с учетом условий (3) даст величину (индекс n  далее опущен) tu

∫
1

0

2
.)(

2
1 dxuD

dt
d

x
xβl  

Сосчитаем вклад, который даст третья производная в операторе L: 

=+ ))(,( 23
x

x
x

x
xxx

x uDuDu βββ β lll  

=+++= )254,( 322
xxxxxxxxxxxxx

x uuuuu ββββl  

+−−= ),(4),(7),(3 2422322
xxx

x
xx

x
xxx

x uuuu βββ βββ lll  

=+++ 1

0
231

0
22

2
1

0
22 2

2
5

2
1

xxx
x

xx
x

xx
x uuuu βββ ββ

lll  

+++= ),1(
2
1),(4),(3 2222522 tuuu xxxx

x
xxx

x βββ ββ lll  

−−+ ),0(
2
9),1(

2
5 222

2

tutu xxxx
ββ

l  

).,1(4),(7 224223 tuu xxx
x ββ ββ ll −−  

В последнем равенстве мы воспользовались условиями 

).,0(2),0(),,1(),1(,0),0( tututututu xxxxxxxxx ββ −=−==  

Рассмотрим члены, связанные со вторыми производными:  

=−+−= )))((,)1(( 222
x

xx
xxxxx uDDuuuA ββμ ll  
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+−+= ))(,)1(( 222
x

xx
xxxxxx uDuuu ββμ ll  

++ ))u(D,u(u x
βxβx

xxx ll 222  
−+++ ))2(,(2 222

xxxxxxxxxxx
x uuuuu ββμ βl  

=−−++− 1

0
221

0
223 )()1()2( x

xx
xxxxxxxxx

x
xx uDuuuuuu βββ ββμ lll  

.321 Γ+++= AAAA  

Граничные члены при 0=x  исчезнут. При 1=x  используем равенство 
0=+ xxx uu β . Тогда, начиная с граничных членов, получим 

+−=Γ ),1(),1( 423223 tutuA xx
ββ ββ ll  

+−+ ),1()1),1()(,1( 22 tututu xxxxx
ββl  

)).,1(),1((),1( 2233 tututu xxxxx βμβ β −+ l  

Преобразуем  :31 AA +

−−−=+ ),(2),(),( 3222222
31 xxx

x
xxx

x
xxxx

x uuuuuAA βββ β lll  

+−−−− )),uu((β)),u(u(β xxx
βx

xxx
βx 22222222 1312 ll  

++−+ ),()
24

(,(4 222
24

24
xxxxx

xxxx uuuu ββ μβ ll  

+++ ),uuuμ(β),uuβμ( xxxxxx
βx

xxxxx
βx 22232 36 ll  

−−+−+ 1

0
2221

0
222 )1()1( xxxx

x
xxx

x uuuuu ββ ββ ll  

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−− 1

0

24
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24
2 xxx uuββ l  

+++= ),uuμ(),u(β),uu( xxxxx
βx

xx
βx

xxxx
βx 222222222 3 lll  

−+++ ,t)(uβ,t)(βu),u(β x
β

xxx
βx 10 2232424

ll  

−−−− ),(5),(2),( 22223222 x
xxxxxx

x
xxx

x uuuuu βββ ββ lll  

+−− ,t)(uβ),u(β x
β

x
βx 1

2
2 42

3
224 ll  

.36 22332 ),uuuμ(β),uuβμ( xxxxxx
βx

xxxxx
βx ll ++  

Преобразуем : 2A
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+−= ),(
3
2),(2 422222

2 xx
x

xxx
x uuuA βββ ll  

).,1(
3
2),(

3
8 42332 tuuu xxxx

x ββ ββ
ll −+  

Складывая все три выражения, получим, группируя сначала положитель-
ные члены: 

+++= ),(),(3),( 222222222
xxxxx

x
xx

x
xxxx

x uuuuuA βββ μβ lll  

++++ ),0(),(2),( 22222424 tuuuu xxxxx
x

x
x βββ ββ ll  

−+−+ ),(
3

2),(),1(2 3222223
xxx

x
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x
x uuutu βββ ββ lll  

+−−− ),1(
2

),(2),(5 42
3

2242222 tuuuu xx
xx

xxx
βββ βββ lll  

+++ ),(3),(6 22232
xxxxxx

x
xxxxx

x uuuuu ββ μββμ ll  

−−+ )),1(),1((),1( 2233 tututu xxxxx βμβ βl  

+−− ),1(
3
5),(

3
2 42342 tuu xxx

x ββ β ll  

).,1()1),1()(,1(2 22 tututu xxxxx −+ ββl  

 

Конвективный член даст 

).),(()))((,( 222
x

x
xxx

x
x

xx
x uDuuuuDDuu ββββ llll +−=  

Умножая соответствующие суммы на  и v α  и суммируя все выражения, 
получим 

∫ +−+
1

0

222
),)(3()(

2
1

xxx
x

x
x udxuD

dt
d ββ αβν ll  

++++ ),(2),(),( 2222222222
xxx

x
xxxx

x
xxxxx

x uuuuuu βββ αβααμ lll  
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+++++ ),1(2),0(),(3),( 2232222424 tutuuu xxxxx
x

x
x βββ αββααβαβ lll  

=+++ ),1(
2

5),1(
2

),(4 22
2

22225 tuvtuvuv xxxxxx
x βββ ββ lll  

+++−= ),(2),(5),(
3
2 224222232
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x

xx
x

xxxx
x uuuuu βββ αβαββα lll  

−−−+ ),(3),(6),1(
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13 222324
3

xxxxxx
x

xxxxx
x

x uuuuutu ββ μαββμααβ
ll  

−+−− ),(
3
2)),1(),1((),1( 422233

xx
x

xxxxx utututu ββ αβαμβ ll              (5) 

++−− ,t)(vu,t)()u,t)(,t)(u(uβα xxxxxxx
β 0

2
911112 22l  

+++ ),1(4),(7 224223 tuvuv xxx
x ββ ββ ll  

).2),(( 222
xxxxxxxxx

x uuuuuu βββ ++++ l  

Напомним, что в силу условий (13) из [1] (они использовались там при 
выводе оценок вторых производных) на параметры задачи: 

,0
2
3

>>αβv ;0>μ и ,
2

2 μβλβ β +>+ l  λβ 2<  для некоторого ,0>λ     (6) 

получим для коэффициента при втором слагаемом в (5) 

.0
2
33 >>− vv βαβ  

Напомним также неравенства (14) и (16) и (17) из [1]: 

[∫ ∫ ∫ +++++
1

0 0

242222 ),1()(
Q

T

xxxxxxxxxx
x tvudQuvuuudxu μααβl  

] ,),1(),1(),0( 242 cdttututvu xxxx ≤+++ α ,0>α                       (7) 

[∫ ∫ ∫ ≤+++
1

0 0

2222 ),0(),1(
Q

T

xxxxxx
x

x
x cdttutuvdQuvdxu ββ ll ]              (8) 

,,,
1

0

22∫ ∫ ≤≤≤
Q

xxx cdQucdxucu                                 (9) 
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где  не зависит от  и c n α . 
Далее, с помощью неравенства Коши с δ  будем оценивать те члены 

правой части (5), которые еще не присутствуют в оценках (7)–(9) (это 1, 5, 6, 
7, 9 и 13 слагаемые). При этом, мы будем опускать несущественные мультип-
ликативные постоянные. Имеем 

 

( ) ∫∫ +≤
1

0

42
1

0

22232 .,2 dxudxuuuu xx
x

xxx
x

xxx
x βββ ααα lll  

Здесь уже правую часть (после интегрирования по t) можно оценить через (7). 
Далее, 

 

( ) ∫∫ +≤
1

0

222
1

0

4232 .)(,2 dxuudxucuu xxxxx
x

xx
x

xxxxx
x βββ δμμδμ lll  

( ) ∫∫ +≤
1

0

222
1

0

22222 .)(,2 dxuudxuucuuu xxxxx
x

xxx
x

xxxxxx
x βββ μδμμ lll  

≤= ∫
1

0

23 3),1(),1(),1( dxuutututu xxxxxxxxxx μμ  

≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤ ∫∫ ),1(3

2
1

1

0

22
2
1

1

0

2 tudxuudxu xxxxxxxμ  

∫+≤
1

0

222 .)(),1( dxuuctu xxxxxx μδδμ  

Мы воспользовались оценкой   
 

∫ ≤
1

0

2 cdxux ).7(из

).,1()(),1(),1( 22 tucututu xxxxxxxx δδ +≤  

( ) ∫ ∫ ≤+≤
1

0

1

0

2222222 )(,2 dxuudxucuu xxxx
x

x
x

xxxx
x βββ δδ lll  

∫ +≤
1

0

222 .cdxuu xxxx
xβδ l  

( ) ≤≤ ∫ dxuucuuu x
xxxxxxxxxx

x ββ 22 , ll  
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∫ +≤
1

0

222 ).(δδ β cdxuu x
xxxxx l  

Здесь мы опять использовали оценку .cu ≤  Остальные члены оценены в не-
равенстве (7). Таким образом, интегрируя (5) по t от нуля до t, при достаточ-
но малых δ  получим для всех ∈t [0, Т] оценку 

( ) [ (∫∫ ++++
tQ

xxxxxxxxxxxx
x

x
x uuuuudxuD 222222

21

0

2

2
αββ ll  

) ] ≤++++ ∫ ττ dudQuuuu
t

xxxtxxxxxx
0

22422 ),1(                          (10) 

( ) ,)(
21

0
0

2 ccdxuD n
x

x ≤+≤ ∫ δβl  ),1,0(),0( ×= tQt  

где  не зависит от n . Здесь использованы условия c
)0()1(0u)1,0( 0

2
20 xuèWu =∈ , из которых в п.1 из [1] выведена оценка   

cu
W

≤2
2

0
n     с  c  не зависящим от n. 

Из (10) в свою очередь следует, что 

,
2
1

1

0

2

0

cdtudxuu xx

x

xxx ≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤= ∫∫  

≤⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−= ∫

2

1

3326 ),1(3
x

xxxxxxxx tudxuuu β  

≤
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤ ∫∫

2

2
1

1

0

22
2
1

1

0

23 cdxuudxu xxxxxxx                     (11) 
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,1
1

0

22
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+≤ ∫ dxuuс xxxxx  

∫ ∫ ≤
T

xx cdxdtu
0

1

0

6 ,  

где c  не зависит от n . 
Заметим, что при 0=α  в (10) сохранятся члены второго порядка одно-

родности, а в (11) останется справедливой первая оценка. 
Из (10), (11) следует, что каждый член в , кроме, пока,  принад-][uL tu

лежит  и равномерно ограничен в норме этого пространства. ))1,0(;,0( 22 LTL
 

Вывод равномерной оценки производной по t 

Вернемся к интегральному тождеству (4). Напомним, что 

( ) .1,
2

i
j

j
Lji δ

λ
ϕϕ =  

Введем .~
iii ϕλϕ = Тогда ( ) ,~,~

2

i
jLji δϕϕ =  а уравнение (4) можно записать 

в виде 

( ) .0~
1

0

=∫ dxuL i
n ϕ  .....,2,1 ni =                                   (12) 

В пункте 1 из [1] мы видели, что любую функцию из   можно  )1,0(2L
разложить в ряд Фурье по .~

iϕ   Пусть Рп – ортогональный проектор в  )1,0(2L
на линейную оболочку { }nϕϕϕ ~, ~....,~

21 : 

∑
=

=
n

i
iin ahP

1

,~ϕ  

( ),~, ii ha ϕ=   ∑
∞

=

=
1

.~
i

iiah ϕ

Тогда неравенство Бесселя и равенство Парсеваля-Стеклова дают: 

( ) ∑ ∑∑
=

∞

==

=≤==
n

i i
ii

n

i
iin haahhP

1 1

2

0
22

1

2

0
22

0
.~~, ϕϕ  
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Следовательно, норма оператора  равна единице: 22: LLPn →

.1
2
=nP                                                     (13) 

Равенство (12) означает, что ,~∑
>

=
nk

kk
n bLu ϕ  ( ),~, k

n
k Lub ϕ=  то есть 

( ) .0=n
n LuP  Очевидно, что ( ) n

t
n
tn uuP =  и из линейности  имеем nP
( )[ ].122

nxnnxxnxxnx
n
xxxn

n
t uuuuuuPu −−++−= μαν .                    (14) 

Тогда из (13) и (14) выводим 

−≤
→

∫ n
xxx

LL

T

nQL

n
t uPu ν

2

0

2

)(
22

2
 

( ) ,1 2

)1,0(
22

2
cdtuuuuu

Lnxnnxxnxxnx ≤+−+− μα                        (15) 

где с не зависит от  . n
 

Здесь мы воспользовались оценками (10) и (11). 
 

Переход к пределу при ∞→n . Окончание доказательства  
теорем о регулярных решениях 

Умножим тождество (12) на произвольную функцию из L2(0,T), )(thi

просуммируем по i от 1 до некоторого nN ≤  . Проинтегрируем полученное 
тождество по t от нуля до Т (или до  при ∗t α  = 0). Получим, что для всех N 

 п выполнено тождество 

( )[ ] ,0),(122 =+−+−+∫ dxdttxhuuuuuuu N

Q
nxnnxxnxxnx

n
xxx

n
t μαν   где   (16) ∑

=

=
N

i
ii

N xthh
1

).(~)( ϕ

Из (10), (15) следует равномерная ограниченность ип в норме . )(1
2 QW

Поэтому множество { }nu  относительно компактно в  Возь-)).1,0(;,0( 22 LTL
мем в теореме 1 из [2] ,21 LB =  S – шар в  .,2

2WB = ),1,0(3
2W 21 == pp  Из 

оценок (10), (11), (15) и этой теоремы следует сходимость по норме 
))1,0(;,0( 2

22 WTL  некоторой подпоследовательности последовательности ,  nu
которую обозначим опять , при nu ∞→n  к функции  а )),1,0(;,0(2Lu∈ 3

2WT
также сходимость  к  слабо в  и  к  слабо в  при n

tu tu )(2 QL n
xxxu xxxu )(2 QL

∞→n . И поэтому также поточечная сходимость  к  a  к 3)( n
xxuμ ,3

xxuμ n
x

nuu
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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ КОРТ-
ВЕГА-ДЕ ВРИЗА-БЮРГЕРСА СО ЗНАКОПЕ-
РЕМЕННЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ. II 
 
 

xuu . А поскольку, см. (11), ,)(
)(

3

2
cu

QL

n
xx ≤α  и ,cuux ≤  то отсюда следует 

(Лемма 1.3 из [3; с. 25] или Лемма 3.2 из [4; с. 80]) слабая сходимость в 
)(2 QL   к  и  к  3)( n

xxu 3
xxu n

x
nuu .xuu

Следовательно, в интегральном тождестве (16) при фиксированной 
функции hN и любом конечном N можно перейти к пределу при ∞→n  . 

После этого можно осуществить предельный переход по ∞→N , и, так 

как функции вида  плотны в , получим тождество ∑
=

=
N

i
ii

N xthh
1

)(~)( ϕ )(2 QL

∫ =
Q

LuhdQ 0 ).(2 QLh∈∀                                   (17) 

Отсюда следует, что уравнение (1) удовлетворяется почти всюду и в смысле 
обобщенных функций. Выполнение краевых условий 0)1( =u  и 0)0( =xu  

следует из сходимости ип к u  в норме  сохраняющей эти )),1,0(;,0( 2
22 WTL

значения для предельных элементов.  
Из представления 

∫ ++=+=
1

)),(),((),1(),1(0
x

n
xx

n
xxx

n
x

n
xx dtutututu ξξβξβ  

),(),( txutxu n
x

n
xx β++  

 и слабой сходимости  к n
xx

n
xxx uu β+ xxxxx uu β+  в  выводим, что )(2 QL

( )∫ +=+−
1

),(),(
x

xxxxxxxx txutxuduu βξβ .                              (18) 

Из того, что  следует, что )(2 QLuxxx ∈ )),0(];1,0([ 2 TLCuxxx ∈  (Лемма 1.2 из 

[3], с. 20). Поэтому ихх имеет след при =1x  и из (18) следует, что 
.0),1(),1( =+ tutu xxx β  

Выполнение начального условия аналогично следует из слабой сходимо-
сти  к  в  представления n

tu tu ),(2 QL

∫ +=
t

nn
t

n xudxutxu
0

)0,(),(),( ττ  
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и сходимости  к  в L2(0,l), поскольку по тем же со-∑
=

=
n

i
ii

n xcxu
1

)()0,( ϕ )(0 xu

ображениям  )).1,0(];,0([ 2LTCu∈
Теперь нетрудно установить, что краевые и начальные условия удовле-

творяются также в следующем смысле: 
 

0),(),(
),0(2
⎯→⎯+

TLxxx txutxu β        при     ,1→x

0)(),(
)1,0(0

2
⎯→⎯−

L
xutxu    при            .0→t

Теоремы 1–3 (формулировки даны в [1]) доказаны. 
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