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Рассмотрим обобщенный оператор Харди  
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с неотрицательным измеримым ядром ),( yxk , удовлетворяющим  условию: 
существует константа , не зависящая от 1>D zyx ,,  такая, что 

)),,())(,((),()),())(,((1 yzkzbxkDyxkyzkzbxkD +≤≤+−  
zx >     и     ).()( zbyxa <<                                  (2) 

Пределы интегрирования  и – возрастающие дифференцируе-
мые функции, причем 

)(xa )(xb
,0)0()0( == ba )()( xbxa <  для  ),0( ∞∈x  и 

. Изучение операторов (1) было инициировано в работе 
Э. Н. Батуева и В. Д. Степанова [1], где оператор (1) рассматривался с ядром 

, а пределы интегрирования – линейные функции. Авторами полу-

∞=∞=∞ )()( ba

1),( =yxk

                                                 
1 Данное исследование поддержано грантом РФФИ 08-01-98500-Р-восток и частично 
РФФИ  07-01-00054, НШ-2810.2008.1. 
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чен критерий ограниченности оператора, действующего в пространствах Ле-
бега, при условии ∞<< qp,1 . Эта тема получила свое дальнейшее развитие  
в статье Х. Р. Хайнига и Г. Синамона [3], когда пределы интегрирования 

и - возрастающие дифференцируемые функции. Позднее для опе-
ратора (1) с ядром удовлетворяющим условию (2) и дополнительном условии 

, если 

)(xa )(xb

),(),(),(1 yxDkxkyxkD ≤≤− ω ),(xby ≤≤ω  критерий  ог-
раниченности получен в работе Т. Чена и Г. Синамона [8]. Для оператора Ри-
мана-Лиувилля с ядром  и пределами интегрирова-
ния  

qp LL →

0,)(),( ≥−= ααyxyxk
,0)( =xa xxb =)( , критерий ограниченности найден В. Д. Степановым 

[7],  когда ∞<< qp,1 .  А. Гогатишвилли и Ж.. Лэнг [5] обобщили случай 
пространств Лебега ∞<≤< qp1  в банаховых функциональных пространст-
вах.  

В данной статье характеризуется неравенство  
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для оператора K , заданного формулой (1) в случае ,10 ∞<<<< pq  
с  неотрицательными  интегрируемыми функциями )(),( xvyu ,  который 
ранее не исследовался для данного оператора. Полученные результаты явля-
ются новыми и дополняют исследования в данной области. 

Во всей статье неравенство BA <<  означает , где  – положи-
тельная константа; соотношение 

cBA ≤ c
BA ≈   понимается как ABA <<<<  или 

cBA = . Eχ  означает характеристическую функцию множества 

.  ),0( ∞=⊂ +RE
Пусть ∞<< p1 . Обозначим  конус всех неотрицательных изме-

римых функций с конечной нормой  
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+  В данном случае  является q-

нормированным пространством, т. е. в аксиомах нормы неравенство тре-

)( +RLq
v
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угольника выполняется со степенью     для всех 
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Первым шагом в работе  получен критерий ограниченности  оператора  

 с одним переменным пределом интегрирования )()(: ++ → RLRLK q
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где неотрицательное измеримое ядро ),( yxk  удовлетворяет условию (2), 
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Доказательство. Рассмотрим случай .LN ≤  Применяя неравенство Гельде-
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2 используя неравенство Гельдера с показателями qp  и qr  
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Доказательство.  В силу неравенства Гельдера  
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В работе М. Л. Гольдмана [2] в случае ∞<<< pq0   доказана следую-
щая эквивалентность 
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и  точная верхняя грань берется по всем возрастающим последовательностям 
 положительных чисел. Более того,  }{ nx EKb ≈ . 
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Следовательно,  
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переходя к супремуму по всем возрастающим последовательностям , мы 

получаем 
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bKE <<1 , и оценка снизу доказана. 
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Таким образом, ),max( 21 EEK q
v

p
u LLb ≈
→

 и  Теорема 1 доказана. 

 
Замечание 1.  Выполняются очевидные аналоги Теоремы 1 для конечного 
интервала. Аналогичные оценки справедливы и для двойственного оператора 
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точная верхняя грань берется по всем возрастающим последовательностям 
 положительных чисел. Причём }{ nx .*EKa ≈  

Замечание 2. Пусть  и оператор  

определен по формуле , а оператор 
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где точная верхняя грань берется так же по всем возрастающим последова-
тельностям  положительных чисел. }{ nx
 

Далее, для получения критерия ограниченности оператора 
 с двумя переменными пределами интегрирования 

мы строим специальное разбиение полуоси  где 
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Теорема 3. Пусть 
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pq 111,10 −=∞<<<< , интегральный оператор 

K  задан формулой (1) с ядром, удовлетворяющим условию (2).  Тогда нера-
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выполнено с конечной константой , не зависящей от функции  в том и 
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точная верхняя грань берется по всем возрастающим последовательностям 
 положительных чисел, а  }{ m

kx }{ mξ   из разбиения (7). 
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Доказательство. При специальном разбиении (7), если ),,[ 1+=∈ mmmx ξξτ  то 
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Применяя Замечания 1 и 2, получаем оценки на нормы операторов с пере-
менным нижним пределом 
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Для доказательства нижней оценки нормы  оператора K  мы, используя спе-
циальное разбиение (7),  введём следующие обозначения: 
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Условие  для  будет 
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и мы заключаем, что 
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Теорема 3 доказана. 
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