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Получена новая оценка числа шагов в алгоритме Евклида 
 
A new estimate for the number of steps in Euclidean algorithm has been found. 
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Пусть  и  – натуральные числа с a q qa < . Положим lqla =)( , где l  – 
длина канонического разложения 

[ lqq
q
a ,,;0 1 K= ]      (1) 

в непрерывную дробь с неполными частными   (натуральные числа). 
При этом всегда . Хорошо известно (см., например, [1]), что величина 

 совпадает с числом шагов в алгоритме Евклида для нахождения 
. Нас будет интересовать вопрос о верхней оценке 

iq
2≥lq

)(qla

),НОД( qa
{ })(,),(max)( 11 qlqlql q−= K , 

который имеет давнюю и содержательную историю (см. по этому поводу 
[1]). 

Пусть K7286,1=ρ  – вещественное число, для которого 2)( =ρς  (речь 
идет о дзета-функции Римана). Положим xxxxx log)1log()1()( −−−−=ψ  и 

++= yΦy G )log21()( ρϕ  ΦΦy G
1log)log( −ψ , где 2/)51( +=Φ  (золотое 

сечение) и 2)32( −+= ΦG . Функция )(yϕ  монотонно возрастает на интер-

вале ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ GΦlog

2
1,0  от  до 0 12loglog

2
1

>+>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ρϕ GΦ  и поэтому ( ) 1=αϕ  

при некотором K06213,0=α   
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Пусть αε <<0 , ,  – множество всех натуральных чисел  
из отрезка [ , для которых не выполняется неравенство 

2≥P )(PM ε q
]P,2

qql Φlog)1()( εα +−≤ ,     (2) 
В работе доказывается следующая  
Теорема. Для любого ),0( αε ∈ ,  . εαρ

εε
)1(1)(# −−<<PPM

Замечание 1. Здесь и в дальнейшем под X# подразумевается количест-
во элементов множества X .  

Замечание 2. Записи ( ))()( xgOxf =  и )()( xgxf <<  означают, что во 
всей области определения  переменных x  (одной и той же для  и ) вы-
полняется неравенство 

f g
)()( xCgxf ≤  с некоторой абсолютной положи-

тельной константой . ЕслиC )(εCC =  (константа зависит от ε ), то бу-
дем писать ( ))()( xgOxf ε=  и )()( xgxf

ε
<< .  

Замечание 3. Из теоремы следует, что для почти всех натуральных  
выполняется неравенство (2), которое уточняет неулучшаемую оценку 

 

q

)1(log)( Oqql Φ +≤ N∈∀q , восходящую к Э. Леже [2] (см. по этому пово-
ду [1]). 

Замечание 4. В работе [3] (см. также [1], задача 38 из 4.5.3) доказано, 
что для любого натурального  выполняется неравенство q

)1(log
2
1)( Oqql Φ +≥ . 

Напомним, что введенные Л. Эйлером континуанты  (мно-
гочлены от  переменных  определяются по правилу: 

( )ll xxK ,,1 K

l lxx ,,1 K 10 =K  и 
; для  111 )( xxK = 0≥l

( ) ( ) ( )lllllll xxKxxxKxxK ,,,,,, 12111212 KKK += +++++ . 
Хорошо известно (см., например, [1]), что ( ) ( 11 ,,,, xxKxxK llll KK = )  и 

для натуральных  и  n m
( ) =+++ nmmmmn xxxxK ,,,,, 11 KK

( ) ( ) ( ) ( nmmnmmnmmnmm xxKxxKxxKxxK ++−−−++ )+= ,,,,,,,, 2111111 KKKK . 
Далее, для любых натуральных  lqq ,,1 K

( ) ( ) 11 1,,1,, +=≥ llll uKqqK KK , 
где  – последовательность Фибоначчи, определяемая начальными ус-

ловиями  и рекуррентным соотношением . 
nu

121 == uu nnn uuu += ++ 12
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Замечание 5. Индукцией по  легко доказывается двусторонняя оценка 
. 

n
12 −− ≤≤ n

n
n ΦuΦ
Замечание 6. Для канонического разложения (1) с 1),НОД( =qa , 

 и ( ) qqqK ll =,,1 K ( ) aqqK ll =− ,,21 K . 
Положим )2,1,,2,1,,2,1()1,2,,1,2,,1,2( 221 KKKK nnn KKV ==+ . Для этой 

последовательности 11 =V ,  3)1,2(22 == KV  и 04 12 =+− ++ nnn VVV . Также 
справедливо  

Замечание 7. Для любого натурального n , ( ) ( ) 12
3232

−−
+≤≤+

n

n

n
V . 

Доказательство теоремы 

Пусть  и  – множество пар натуральных чисел , для 
которых: 

),1[ ∞∈s )(N2 sε ),( qa

sΦqa ≤<≤1 ;    ;    1),НОД( =qa sqla )1()( εα +−> . 
Для любой такой пары с каноническим разложением (1) величина 

 – количество неполных частных  больших 1. Положим 
 Очевидно, что 

)(qrr a= iq
].2/[1 rr = ( )≥= ll qqKq ,,1 K  ( )ll qqK ′′ ,,1 K , где 

 Предположим, что }.2,1{},2min{ ∈=′ ii qq lr ≤2 . Согласно [4] (см. также [1], 
упражнение 37 из 4.5.3) 

( ) ( )llll ttKqqK ,,,, 11 KK ≥′′  
с    и    для  112 =−it 22 =it 11 rri −≤≤ ,  1=it   для  rlirr 2)(2 1 −≤<− ,  

,  и    для  .  Поэтому 12 =− ilt 212 =−− ilt 10 ri <≤

( ) .32)1,2,,1,2()1,,1()2,1,,2,1( 124

222)(2 1111

−−−

−−−− +≥=⋅≥ rlr

rrlrrrrlrr ΦVuVKKKq KKK

 
Следовательно, при )(0 εss ≥  

( ) Grssrsrs ΦΦΦqΦ log2)1(32 +−−− =+≥≥ αα . 
То есть 

Φsr Glogα≤   при  )(0 εss ≥ .                               (3) 
В случае    по тем же причинам lr >2

( ) ( ) ( )32log
22

]2/[2 321,2,,1,2
+

>+>>≥≥
Φ

ll

l
s ΦKqΦ K . 

Таким образом, ( ) )1(32log)( 1 Osqll Φ ++<= −
α , что при достаточно 

больших  противоречит условию  s
( )sssl Φ 32log2)1()1( 1 +>−>+−> −αεα . 
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Значит, для всех пар  из  выполняется оценка (3). ),( qa )(N2 sε

По заданному набору натуральных ),,()( 1 la qqqQ K=   с    по-
строим новый набор 

21 ≥q

),,(),,()( 11 rkka qqqqqQ
r

′′==′ KK  . 

Вычеркиванием из  всех )(qQa 1=iq . При этом  и будем считать, 
что . Итерируя очевидные неравенства 

lkr =
00 =k

,),,(),,,( 11111 nnnnnn qqqKqqqK −−− ≥ KK  
),1,,1(),,()1,,1,,,( 11 KKKK tnnntn KqqKqqK ≥+  

получим оценку 
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Но тогда для  из  ),( qa )(N2 sε

rsrls
r

i
k

r

i
i ΦΦqq

i

2)(2

11

+−+−

==

≤≤=′ ∏∏ εα , 

и в соответствии с неравенством (3) 
sΦ

r

i
i

GΦq εεα

ε

−+

=

<<′∏ )log21(

1

. 

Заметим также, что 

.1log1),,(log1

)1,,1(log1log1

1

1
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≤+=+≤ +

sΦqqK
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s

ΦllΦ
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Для фиксированных  и l ),,( 1 rqqQ ′′=′ K  набор , из которого 

получается  вычеркиванием единиц, можно выбрать  способами. При 
этом по формуле Стирлинга 

),,( 1 lqq K

Q′ 1
1
−
−
r
lC

)(log
11

1 e
sOs

s
r

r
s

r
l CC

+⎟
⎠
⎞
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− <<≤

ψ
. 

Обозначим через   количество всех наборов натуральных 
чисел , для которых 

)(PT )2( ≥P
),,( 1 rqq ′′ K

Pq
r

i
i ≤′∏

=1

  и  2≥′iq   )1( ri ≤≤ . 

С помощью очевидного рекуррентного соотношения  

[ ] ∑
≤≤

⎟⎟
⎠

⎞
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⎝
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2/2
1)(

Pq Q
PTPPT  
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легко показать, что  с числом ρPPT <)( ρ , определенным в начале ра-
боты.  

Подытоживая вышесказанное, окончательно находим, что с учетом нера-
венства (3) 

( ) ( ) )(log)()1()log21(1
1

22 )(N# sOsOssΦr
l ΦΦTCss G +−+−+−
− <<<< εραϕ

ε

εα

εε
ε , 

где 1)( =αϕ . Поэтому 
( ) )(log12 )(N# sOsΦs +−<< ερ

εε .   (4) 

Пусть  – множество всех натуральных  из полуинтервала 

, для которых 

)(N sε′ q
],( 1 ss ΦΦ −

qqlql Φa
qa

qa
log)1()(max)(

1),НОД(
1

εα +−>=′
=

<≤
. 

Из оценки (4) следует, что  
( ) )(log1)(N# sOsΦs +−<<′ ρε

εε .   (5) 

Пусть теперь  – множество всех натуральных  из полуинтервала 

, для которых 

)(N sε q
],( 1 ss ΦΦ − qql Φlog)1()( εα +−> . Легко заметить, что 

, где  – некоторый делитель . При этом )()( 1qlql ′= 1q q

1log1)()(log)1( qqlqlq ΦΦ +≤′=<+− εα . 
Поэтому 

( ) ( ) )(1)1(1111
1

εθεαεαεα ++−−+−−+−− =>> ss ΦΦΦqΦq  

с εαεθ −+−= 2)( . Следовательно, величина  не превосходит 

количества пар натуральных чисел , для которых  и  

)(N# sε

),( 1qd sΦdqq ≤= 1
( ) εεθεα ΦqΦ s ≤<++−

1
)(1 ,    )(log)1( 11 qlqΦ ′<+− εα .         (6) 

Отсюда находим, что 

∑≤
1 1

N#
q

s

q
Φ

ε , 

где суммирование проводится по всем натуральным  с условиями из 
(6). Разбивая  область суммирования на полуинтервалы  с це-
лыми  из отрезка 

1q
],( 1 ksks ΦΦ −−−

k [ )()(,0 ]εθεα −− s  и применяя оценку (5), получаем 

( ) ( )ssOss

sk

kssOs ΦΦΦΦs εαρ

ε

εαρε

εεα

ρε

εε
)1(1)(log)1(

)(0

)(log)(N# −−++−−

−≤≤

−−+ <<<<⋅<< ∑ . 

Положив sΦP = , окончательно находим, что  
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εαρ

ε

εαρ

εεε
)1(1

0

)1(1

0
)(N#)(# −−

≤≤

−−

≤≤

<<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
<<−= ∑∑ P

Φ
PksPM

sk ksk

. 

Теорема полностью доказана. 
 
 
Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант № 07-01-0036) и проекта 

ДВО РАН № 06-1-П13-047. 
 

Библиографические ссылки 
 

1. Кнут Д. Е. Искусство программирования. Т. 2. М., 2001. 
2. Leger E. Correspondance Math. et Physique. 1837. V. 9. 
3. Mikusinski J. Ann. Polon. Math. 1954. V. 1. 
4. Motzkin T. S., Straus E. G. Proc. Amer. Math. Soc. 1956. V. 7. 

 
 

 76



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


