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На основе решения задачи оптимального управлении динамикой регио-
нальной макроэкономики проводится исследование оптимальных траекто-
рий. Получены выражения траекторий сбалансированного роста для раз-
мерных макроэкономических переменных, инвариант исследуемой макро-
экономической модели. 
 
On the basis of the solution of a task optimum management of regional macroe-
conomic dynamics research of optimum trajectories is carried out. Expressions 
of trajectories of the balanced growth for dimensional macroeconomic variables, 
an invariant of studied macroeconomic model are obtained. 
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Введение 

Пусть ( )( )
( ) ( )
W tw t

g t N t
=  – среднедушевое потребление, отнесенное к сред-

негодовому доходу одного работника. Рассмотрим множество функций ( )w t , 
удовлетворяющих неравенству 

1 2( ( )) ( ) ( ( ))B x t w t B x tπ π≤ ≤ ,  для  [0, ]t T∀ ∈ ,             (1) 
которое имеет в экономике содержательный смысл [1]. Здесь 

( ) ( )
1

( ) 1 1 1x xB x b e b x e
−− ⎛ ⎞

= − + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

                         (2) 

производственная В-функция [2], ( )( )
( ) ( )

K tx t B
g t N t
μ

=  – фазовая переменная,  

0 1b< < , 0B >  – постоянные В-функции, 1 20 π π< <  – постоянные, 0 T< < ∞  
– конечный горизонт планирования. 
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Введем функцию управления 
( )( )

( ( ))
w tu t

B x t
= ,                                                  (3) 

где функция ( )B x  строго вогнутая на полупрямой [0, )∞ , имеет асимптоту 
( ) 1xB x →∞⎯⎯→ . 

Начальное и конечное состояния фазовой переменной ( )x t  удовлетво-
ряют неравенству 1 20 ,x x< < ∞ . Для любого [0, ]t T∈ , ( ( )) 0B x t > . Обозна-

чим через uR  – множество значений u  функции управления ( )u t , при 

0 t T≤ ≤ ; R  – множество вещественных чисел отрезка 1 2[ , ]π π . Учитывая 
(1), (3), введем множество функций допустимых управлений 

{ ( ) [0, ] : }uU u t C T R R= ∈ = .                                         (4) 
При использовании управления ( )u t , уравнение для фазовой переменной 

( )x t  имеет вид [1]: 

 0 ( ) ( )dx a B x x p B x u
dt

λ= − − ,                                        (5) 

здесь 1( ) [0, ]x t C T∈ ; 0a , λ , p  – положительные постоянные. 
В работах [3, 4] исследована и решена задача нахождения оптимального 

управления (функции ( )u t U∗ ∈ ), которое переводит экономическую систему 
(5) из одного фиксированного состояния 1(0)x x=  в другое фиксированное 
состояние 2( )x T x=  при условии максимизации функционала благосостояния  

 
0

( ) ( ( )) ( )
T

J u B x t u t dtα α= ∫ .                                           (6) 

Здесь α  – постоянная, 0 1α< < . 
Математическая постановка задачи имеет вид 

 

( )
0

0

1 2

max ( ( )) ( )

( ) ( )

(0) , ( )

T

u t U
B x t u t dt

dx a B x x p B x u
dt

x x x T x

α α

λ

∈

⎫
⎪
⎪
⎪⎪
⎬= − −
⎪
⎪
⎪

= = ⎪⎭

∫

.                                       (7) 

Разработанный алгоритм решения краевой задачи оптимального управ-
ления для случая А при min 1 2 sx x x x< < <  и случая В при 2 1 maxsx x x x< < <  [4] 
реализован в программном комплексе [5]. 

 
Численные исследования оптимальных траекторий 

Рассмотрим результаты численных исследований оптимальных траекто-
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рий развития динамики региональной макроэкономики на примере Хабаров-
ского края. В нашем примере вычисления дают [4]: 

1.585314sx = , 7.0876sψ = . 
Исходные данные вариантов 1x , 2x , рассчитанные значения сопряжен-

ной переменной 1ψ , 2ψ , интеграла благосостояния (6), времени перехода из 
состояния 1x  в состояние 2x  приведены в табл. 1, 2. 

 
Таблица 1 

 
Вариант 1x  2x  1ψ  2ψ  J  T  

1 0.33 1.585304 23.596304 7.087574 111.49 39.17 
2 0.33 1.4 23.432188 7.103178 19.24 9.92 
3 0.33 1.2 22.827570 7.161670 12.84 7.44 
4 0.33 1.0 21.658529 7.279479 9.05 5.74 
5 0.33 0.8 19.745293 7.487083 6.19 4.25 

 
Таблица 2 

Вариант 1x  2x  1ψ  2ψ  J  T  
1 3.5 1.585324 4,362504 7.087574 121.44 34.63 
2 3.5 1.9 4,458129 7.125609 32.68 7.57 
3 3.5 2.2 4,696151 7.223321 24.67 5.69 
4 3.5 2.5 5,044209 7.374619 18.75 4.44 
5 3.5 2.8 5,480861 7.580301 13.79 3.48 

 
На рис. 1 в плоскости ψ , x  показаны оптимальные траектории ( )x ψ∗ ∗  

между начальным 1
1( , )xψ  и конечным 2

2( , )xψ  состояниями экономиче-
ской системы случаев А и В. Номера кривых соответствуют номерам вариан-
тов табл. 1, 2. 

 

 
 

Рис. 1. 

А В
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На рис. 2, 3 показаны оптимальные траектории как функции времени 
( )x t∗  между начальным и конечным состояниями системы, оптимальные по-

требления ( ) ( ( )) ( )w t B x t u t∗ ∗ ∗=  для вариантов 1–5 табл. 1, 2, соответственно 
кривыми 1–5.  

 

 
 

Рис. 2. 
 

 
 

Рис. 3. 
 
Из анализа оптимальных кривых рис. 2 можно отметить, что оптималь-

ные траектории ( )x t∗ , оптимальные потребления ( )w t∗  (см. рис. 3) в каждом 
из случаев А и В имеют два характерных участка: 

– I-ый участок соответствует для случая А оптимальному потреблению, 
находящемуся на предельно низком уровне, определяемом фазовой перемен-

ной ( )x t∗  в соответствии с зависимостью ( )1( ) ( )w t B x tπ∗ ∗=  (см. рис. 3), или 

потреблению, равному максимально возможному, определяемому фазовой 

переменной ( )x t∗  по формуле ( )2( ) ( )w t B x tπ∗ ∗=  для случая В; 
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– II-ой участок оптимальных траекторий ( )x t∗  характерен тем, что вели-

чина оптимального потребления ( )w t∗  определяется сопряженной перемен-

ной ( )tψ  согласно зависимости: 
1

1( ) ( )w t tαπ ψ
−

∗ −= . Из анализа кривых 

( )w t∗  рис. 3 видно, что решающий вклад в значение интеграла благосостоя-
ния на оптимальных траекториях происходит на втором участке. 

Как видно, при достижении оптимальной траекторией ( )x t∗   
h -окрестности особой точки sx  (в наших расчетах 510h −= ), фазовая пере-
менная ( )x t∗ , потребление ( )w t∗  выходят на стационарные значения: 

( ) r s t
x t x x const∗ = = = , 

1
1( ) r s s t

w t w w constαπψ
−

∗ −= = = = . Выражая безразмер-

ные переменные x∗ , w∗  через размерные, получаем, что в h -окрестности 
особой точки ( , )s sxψ  имеют место инварианты: 

 ( )
( ) ( ) r t

K tB x const
g t N t
μ

= =  , (8) 

 ( )
( ) ( ) r t

W t w const
g t N t

= =  . (9) 

Рассмотрим задачи Коши для уравнений, определяющих средний годо-
вой доход работника ( )g t , среднюю численность работников, участвующих в 
производственном процессе региона ( )N t , исследуемой модели региональ-
ной макроэкономики: 

 1 dg
g dt

τ=  ,     0(0)g g=  , (10) 

 
1 dN
N dt

ν=  ,      0(0)N N=  . (11) 

Введем rt  – время достижения оптимальными кривыми 1 вариантов А и 
В h -окрестности особой точки sx . Тогда из уравнений (10), (11) следует: 

– для  0 rt t≤ <  
 0( ) tg t g eτ=  , (12) 

 0( ) tN t N eν= ; (13) 
– для  rt t≥  

 ( )( ) rt t
rg t g eτ −=  , (14) 

 ( )( ) rt t
rN t N eν −= , (15) 

где 0
rt

rg g e τ= ,  0
rt

rN N eν= . Поэтому для rt t≥  можем записать 



 

 22

Стригунов В. В. 
ВЕСТНИК ТОГУ. 2012. № 4 (27) 

 ( ) ( )( ) ( ) rt t
r rg t N t g N e ν τ+ −= , (16) 

где rN , rg  – число рабочих, занятых в производстве, и среднегодовой доход 
работника в момент достижения региональной экономической системой  
h -окрестности особой точки. 

Из определения инвариантов (8), (9) и выражения (16) следует, что в  
h -окрестности особой точки ( , )s sxψ  размерные макроэкономические пере-
менные ( )K t  – основной капитал, ( )W t  – непроизводственное потребление, 

( )Y t  – валовой региональный продукт, ( )I t  – инвестиции в производствен-
ный процесс переходят на стационарные "траектории сбалансированного ро-
ста": 

 

( ) ( )

1
( ) ( )1

( )( )

1
( ) ( )1

( )

( )

1( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

r

r

r

r

r

r

t t
s r r

t t
s r r

t t
s r r

t t
s s r r

t t
r

t t
r

K t x g N e
B

W t g N e

Y t C B x g N e

I t qC B x g N e

N t N e

g t g e

ν τ

ν τα

ν τ

ν τα

ν

τ

μ

πψ

πψ

+ −

− + −−

+ −
∞

− + −−
∞

−

−

⎫= ⎪
⎪
⎪

= ⎪
⎪

= ⎪
⎬

⎛ ⎞ ⎪
= −⎜ ⎟ ⎪⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎪

⎪= ⎪
⎪= ⎭

 . (17) 

В предложенной модели на траекториях сбалансированного роста 
темпы роста размерных макроэкономических переменных различные. 
Для переменной ( )N t  темп роста равен ν , для ( )g t  темп роста τ , для 

( )K t , ( )W t , ( )Y t , ( )I t  темп роста ν τ+ . 
Длительное пребывание экономической системы на стационарных 

траекториях сбалансированного роста (в h -окрестности особой точки 
( , )s sxψ ) мало оправдано, т. к. за время ~ 30  лет могут быть получены 
значительные результаты в научно-техническом прогрессе, могут по-
явиться новые более эффективные технологии, которые не учитываются 
в математической модели производственного процесса. Стратегия мак-
роэкономического прогнозирования должна строиться как череда "крат-
косрочных" прогнозов ( ~ 5T  лет) с постоянным уточнением параметров 
производственного процесса. 

Также при макроэкономическом прогнозировании актуальной явля-
ется проблема моделирования новых научных достижений, на их основе 
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Рис. 4. 

новых эффективных технологий (повышение качества основного и живо-
го капитала, участвующих в производственном процессе). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
На рис. 4 в переменных ψ ∗ , w∗  показаны оптимальные потребления 

( )w ψ∗ ∗  для вариантов 1 для случаев A и B. Кривая A соответствует случаю 
A, кривая B – случаю B. Здесь же показаны обсуждавшиеся выше первый и 
второй участки кривых. 

С точки зрения макроэкономики наиболее содержательным является 
нахождение экономической системы на вторых участках, когда оптимальное 
потребление w∗  больше минимально допустимого и меньше максимально 
возможного. 

 
Инвариант макроэкономической системы 

Как известно [6], если задача является автономной, то функция Гамиль-
тона постоянна в точках оптимальных траекторий 
 ( )( ) , ( ) , ( )

t
H x t t u t constψ∗ ∗∗ = . (18) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 5. 
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На рис. 5 представлена зависимость функции Гамильтона ( )H t  от вре-
мени для вариантов 1 случая А и В (см. табл. 1, 2). Время достижения конеч-
ного состояния ( h –окрестности) для случая А равно 39.17AT =  лет, для слу-
чая В равно 34.63BT =  года. 

В области Ψ  [4] сопряженная переменная является однозначной функ-
цией оптимального потребления: 1 1p w αψ α− ∗ −= . На части каждой оптималь-
ной траектории 

1i
a ⊂ Ψ , 

2ib ⊂ Ψ  ( 1 11,i n= , 2 21,i n= ) функцию Гамильтона 

H  можно записать в форме 

0
0

11 ( )H w a B x x
p a w

α α λα
⎡ ⎤⎛ ⎞

= − + −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 . 

Откуда следует, что выражение 

1 2

0
0 ( )

11 ( )
i i

t
a b

w a B x x const
p a w

α α λα
⊂Ψ

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎪− + − =⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

 , 

т.е. является инвариантом во времени на 
1i

a  (
2ib ) ⊂Ψ . 

Выражая безразмерные переменные через размерные Kx B
gN
μ

= , Ww
gN

=  

и учитывая, что p Bμ= , 0a q C Bμ ∞= , ( )Y C g N B x∞= , где B , C∞  – пара-
метры производственной В-функции, получаем следующий инвариант иссле-
дуемой макроэкономической модели 

 

1 2( )

11
i i

t
a b

W q Y K const
g N q W

α
λα α

⊂Ψ

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪− + − =⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

. (19) 
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