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Решение многих электродинамических задач (в частности, задач, связан-
ных с распространением волн в присутствии направляющих систем и вол-
новодов), как известно, значительно упрощается при введении векторной 
функции Π

r
- вектора Герца, через который можно выразить векторный A

r
 

и скалярный ϕ  потенциалы поля, а следовательно, и векторы напряженно-
сти поля. Однако при этом вектор Герца часто вводится довольно искусст-
венно, а порой и некорректно. В связи с этим предложен логически непро-
тиворечивый способ представления вектора Герца. 
 
As is known, solution of many electrodynamic problems (including the problems 
associated with wave transmission in the presence of guiding systems and 
waveguides) can be significantly facilitated with the introduction of vector func-
tion Π

r
- the Hertz vector, by which A

r
 vector and ϕ  scalar field potentials can 

be expressed. However, in doing so, the Hertz vector is often quite artificially 
and sometimes not correctly introduced. Therefore, a logically non-contradictory 
way of introducing the Hertz vector is proposed. 

 
Ключевые слова: распространение волн, волновод, электрический вектор 
Герца, магнитный вектор Герца. 

 
Запишем уравнения Максвелла для электромагнитного поля в среде без 

источников – свободных зарядов [1]: 
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где 
 ,PED,MHB
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ππ 44 +=+=  (2) 

а −M,P
rr

соответственно вектор поляризации (дипольный момент еди-
ницы объема вещества) и вектор намагниченности (магнитный момент еди-
ницы объема вещества). Подставим (2) в (1): 
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Запишем эти уравнения в виде 
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Мы записали уравнения Максвелла для среды без свободных зарядов в 
виде уравнений Максвелла для вакуума со связанными зарядами, с плотно-
стью свρ и плотностью тока свj

r
. Легко видеть выполнение закона сохранения 

этого заряда ( 0=arotdi rυ для любого вектора ar ): 

 .jdi
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 (4) 

Как и в электродинамике вакуума, введем потенциалы ϕ  и : A
r
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При замене 
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где произвольная функция координат и времени, как известно, напря-
женности (5) не меняются (калибровочная инвариантность). 

−f

Выбирая  в (6) так, чтобы выполнялось условие Лоренца f
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 (7) 

и подставляя (5) в уравнения (3) (первое и третье), обычным образом прихо-
дим к неоднородным волновым уравнениям для потенциалов: 
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Сопоставим теперь соотношения (4) и (7): 
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Таким образом, мы естественным образом определили электрический eΠ
r

и 
магнитный mΠ

r
векторы Герца: 
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Подставляя ϕ  из (9) в первое уравнение из (8), получаем 
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откуда ( 0=arotdi rυ для любого вектора ar ) 
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Воспользовавшись этим выражением и подставляя A
r

 из (9) во второе урав-
нение из (8), также получаем: 
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откуда ( для любого скаляра b ) 0=∇brot
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Запишем полученные уравнения для em ,ΠΠ
rr

 в виде 
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Согласно последним соотношениям из (3), для // M,P
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 получаем 
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Таким образом, преобразование // MM,PP →→
rr

не меняет свρ и свj
r

, а тем 
самым, согласно (8) и полей, ими порождаемых. Поэтому без ограничения 
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общности положим 00 == b,ar , и уравнения (10) для векторов Герца при-
нимают вид неоднородных волновых уравнений: 
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Выбирая запаздывающее решение этих уравнений, имеем 
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Отсюда видна оправданность названий векторов Герца. 
Для полей (5) согласно (9) с учетом (11) получаем 
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(При получении первого соотношения мы использовали известную формулу 
aarotrotadigrad rrr

Δ−=υ  для произвольного вектора ). ar

Для однородной изотропной среды удобнее рассмотреть другой подход к 
введению векторов Герца. В этом случае HM,EP

rrrr
χκ == (диэлектриче-

ская и магнитная восприимчивости) и вместо (2) имеем, вводя −με , диэлек-
трическую и магнитную проницаемости среды, 
 .,HB;,ED πχμμπκεε 4141 +==+==

rrrr
 (14) 

Подставляя (14) в (1), запишем уравнения в виде ( −με , постоянные величи-
ны в случае однородной изотропной среды): 
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Потенциалы ϕ  и A
r

 определяются формулой (5) без изменений, и поля так-
же, как и в предыдущем случае, инвариантны относительно преобразования 
(6). Воспользовавшись этой инвариантностью, условие Лоренца в рассматри-
ваемом случае запишем в виде 
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Подстановка (5) в первое и третье уравнения из (15) с учетом условия (16) 
приводит к однородным волновым уравнениям для потенциалов:  
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Сопоставляя (16) с (7) и (9), запишем: 
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Обычно для однородных изотропных сред электрический EΠ
r

и магнитный 
MΠ

r
векторы Герца определяются следующим образом: 
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тогда окончательно запишем: 
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Подставляя отсюда ϕ  в первое уравнение из (17), находим 
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откуда ( 0=arotdi rυ для любого вектора ar ) 
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Подставляя A
r
из (18) в уравнение из (17), с учетом (19) получим 
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откуда ( для любого скаляра b ) 0=∇brot
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С другой стороны, преобразование 
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не меняет потенциалов – согласно (18): 
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Полагая 00 == b,ar , мы делаем выбор M,EΠ
r

однозначным, и соотношения 
(19), (20) принимают вид однородных волновых уравнений: 
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Наконец, подставляя (18) в (5), для полей с учетом (21) получаем:  
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В заключение заметим, что, к примеру, в [2] некорректно определен век-
тор EΠ

r
для статического случая: 

 ( ) ( ) ,rrR,
R

dVrPr /
/

/E rrrrrr
−==Π ∫ε

1
 

поскольку свойства среды определяются либо P
r

, либо ε , но не вместе. Эта 
некорректность и многие другие аналогичные случаи в литературе и побуди-
ли написать настоящую статью. 
 
Библиографические ссылки 
 

1. Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Электродинамика сплошных сред. М., 1982. 
2. Семенов А. А. Теория электромагнитных волн. М., 1962. 
 

 144



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


