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Обсуждается J-матричная версия уравнений Фаддеева-Меркурьева 
для кулоновской системы трех тел. Основные этапы численной схемы 
иллюстрируются на примере расчета сечения реакции однократной 
ионизации электронным ударом атома гелия. 
 
The J-matrix version of the Faddeev-Merkuriev equations for a three-body 
Coulomb system is discussed. To illustrate all steps of the presented nu-
merical scheme, calculations of the triple differential cross section for sin-
gle ionization reaction on the helium atom are presented. 
 

Введение 
 

Cложнейшей проблемой в рассеянии трех заряженных частиц явля-
ется корректное описание состояний непрерывного спектра системы. В 
принципе решение может быть получено с использованием уравнений 
Фаддеева-Меркурьева [1] в их дифференциальной или интегральной 
формах. В последнее время для описания трехтельной кулоновской 
системы также были предложены различные подходы в духе теории 
Фаддеева [2]. Однако численные приложения этих уравнений к реаль-
ным квантовым системам приводят к довольно сложным алгоритмам 
расчета, которые едва применимы даже при использовании современ-
ных компьютеров. 

Наряду с уравнениями Фаддеева-Меркурьева, получили развитие и 
другие методы описания системы нескольких тел, основанные на 
уравнении Шредингера.  

Так, например, результаты расчета сечения реакции двукратной 
ионизации атома гелия электронным ударом [3] показали, что хоро-
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шим приближением для описания данной трехтельной кулоновской 
системы может служить так называемая 3C-функция [4]. Проблема 
усовершенствования 3С-функции довольно активно обсуждается в ли-
тературе [5-7].  

Кроме того, развивается направление, в котором детально иссле-
дуются асимптотические свойства как самой волновой функции систе-
мы трех заряженных частиц, так и кулоновской функции Грина соот-
ветствующего уравнения Шредингера в координатном пространстве в 
различных асимптотических областях [8-9].  

Вместе с тем продолжают использоваться традиционные методы, 
включающие метод гипергармоник [10], метод сильной связи каналов 
[11], а также метод псевдосостояний [12]. 

Метод гипергармоник, однако, применим к описанию истинно 
трехчастичного рассеяния и не способен учесть бинарные каналы. 

С другой стороны, метод сильной связи каналов с большей или 
меньшей эффективностью описывает рассеяние третьей частицы на 
связанной паре в упругом канале, а также в каналах, отвечающих воз-
бужденным состояниям связанной пары при энергиях ниже ее порога 
развала. Вместе с тем  данный метод игнорирует каналы, соответст-
вующие развалу пары, и не способен описать истинно трехчастичное 
рассеяние и процессы обмена.       

Метод псевдосостояний можно рассматривать как усовершенство-
вание метода сильной связи. Он позволяет эффективно учесть влияние 
каналов трехчастичного развала на упругое и неупругое рассеяние час-
тицы на связанной паре.  J-матричная версия метода псевдосостояний 
была использована нами в расчетах  реакций однократной и двукрат-
ной ионизации атома гелия электронным ударом [13–14]. Метод  
J-матрицы [15–16]  является алгебраической версией квантовой теории 
рассеяния,  в рамках которой состояния дискретного и непрерывного 
спектров двухчастичной квантовой системы описываются с единых 
позиций в дискретном базисе квадратично-интегрируемых функций. 
Однако при энергиях выше порога трехчастичного развала метод псев-
досостояний не дает адекватного описания свойств реакций, поскольку 
приводит к возникновению ложных резонансов с энергиями, близкими 
к энергиям псевдосостояний связанной пары частиц.  Кроме того, дан-
ный метод не позволяет получить корректную структуру S-матрицы − 
воспроизвести ее сингулярности в случае рассеяния заряженных час-
тиц.   

В наших работах [17–19] был предложен новый метод решения 
проблемы трех тел, основанный на J-матричном подходе. Преимуще-
ство нашего метода по сравнению, например, с методом сильной связи 
каналов или методом псевдосостояний, заключается в том, что он по-
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зволяет корректно учесть непрерывный спектр двухчастичной подсис-
темы (на которой происходит рассеяние третьей частицы). Первона-
чально метод [17–19] был сформулирован для решения уравнения 
Шредингера с короткодействующими двухчастичными потенциалами. 
В этом случае для описания взаимодействия предпочтительнее исполь-
зовать осцилляторный базис. В последующих работах [20–21] метод 
[17–19] был обобщен на случай дальнодействующих кулоновских по-
тенциалов. Формализм [20–21] основан на решении уравнений Фад-
деева-Меркурьева; при этом используется разложение радиальной час-
ти волновой функции по лагерровским базисным функциям. Мы стар-
туем с дифференциальных уравнений Фаддеева-Меркурьева. Однако 
необходимость интегрирования по непрерывному спектру двухчастич-
ной подсистемы приводит к преобразованию исходных дифференци-
альных уравнений к интегральным. Так, в двухчастичной области , 
где расстояние  между частицами 

αΩ

αx β  и γ  много меньше расстояния 
 между их центром масс и частицей αy α , уравнения Фаддеева-

Меркурьева сводятся к интегральному уравнению типа Липпмана-
Швингера. Это результат был получен нами независимо от работ [22], 
где изначально использовались уравнения Фаддеева-Меркурьева в ин-
тегральной форме.  

Ниже мы на примере атома гелия приводим краткое описание ис-
пользуемого формализма метода и обсуждаем детали его применения к 
расчету конкретной реакции. 

 
1. Теория 

 
Гамильтониан системы  имеет вид )123()( =++−− Heee

∑+= )(0 αα xVHH ,                                   (1) 

где  – оператор кинетической энергии: 0H

αα yxH Δ−Δ−=0 .                                     (2) 

Потенциалы   совпадают с кулоновским взаимодействием: αV

α

α
αα x

Z
xV =)( .                                       (3) 
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В (1) и (2) ( ) – набор координат Якоби [1]. Взаимодействие 
 раскладывается на короткодействующую  и дальнодействую-

щую  части 

αα yx rr ,

αV )(sVα
)(lVα

),()(),()(
αααααααα ς yxxVyxV s =  

   ,                          (4) )],(1)[(),()(
αααααααα ς yxxVyxV l −=

с помощью «разделительной» функции 

{ })]/1/()/exp[(1/2),( 00 yyxxyx ++= νζ ,  2>ν .                  (5) 

Полная волновая функция синглетного 1+=g  и триплетного 
 состояний системы записывается в виде 1−=g

LM

mL
mmln pYkYiLMmgP

p 0000

0000

00

0

0
)ˆ()ˆ()|(

2
)1(12

0
*

,,,,
0

*
0000

12

0

)(
,, λμλ

μλ

λ ψμλ
π l

l
ll∑+

=Ψ − О

шибка! Закладка не определена. (6) 

Здесь компонента ),( 1100
yxLM rr

l ψψ λ ≡  удовлетворяет уравнению Фад-
деева-Меркурьева [1] 

[ ] ),(),()()()( 1112
)(

1112
)(

233110 yxPgVyxExVxVxVH sl rrrr ψψ −=−+++ ,    (7) 

которое в нашем случае описывает рассеяние частицы 1 на двух-
частичной подсистеме (2, 3). 

В J-матричном подходе компонента ψ  представляется в виде би-
сферического разложения  

>= ∑ LMnEC
n

L
n ;,|)(

,,,

)(
, νλψ

νλ

λ
ν l

l

l ,                           (8) 

)ˆ,ˆ(
)()(

;,| yxY
xy

yx
LMn LMn

λ

λ
νφφ

νλ l

l

l >= ,                    ( 9) 

где , ∑=
μ

λμλ λμ
,

)ˆ()ˆ()|()ˆ,ˆ(
m

m
LM yYxYLMmyxY ll l

с использованием лагерровских базисных функций 

[ ] )2()2()1()( 1212/1
)12( bxLebxnx n

ux
n

+−+−
++= ll
l

lφ .                             (10)  

Здесь  − масштабный параметр, значение которого влияет на ско-
рость сходимости вычислений.  

b
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11 yxВ двухчастичной области 1Ω : <<  исходное дифференциаль-
ное уравнение (7) преобразуется в интегральное уравнение Липпмана-
Швингера, дискретный аналог которого в нашем случае принимает вид 
[20–21]. 

 

+= )()( 0
)(

)()(
)(

, 0

0

000
pSSEC n

nl
L
n νλλλ

λ
ν δδ ll
l  

[ ]∑ ∫
λνν

λ
ν

λλ
νν

−λ
νν −=

'','','',''n,','n

)''''(L
''''n

)'''')((L
''''n;''n

2)(
''nn )E(CV)kEp(G)k(S)k(dkS

l

lll
ll .    (11) 

 

Здесь  − матричные элементы потенциала вычисленные на 
базисных функциях (9). 

)'')((
'';
λλ

νν
llL

nnV

 

12
)(

1
11

2
)(

233 )()(),( PgV
y

ZxVxVyxV sl +−+=
rr , 

 

К сожалению, в рамках нашего подхода не удается учесть иные ви-
ды асимптотики волновой функции системы. Однако при энергии 

 есть все основания ожидать, что этот недостаток не окажется 
критическим. В двухчастичной области оператор 

0<E
),( yxV rr  является ко-

роткодействующим [1], что позволяет ограничиться конечным верх-
ним пределом  в сумме в правой части выражения (11). N

Учет непрерывного спектра подсистемы (2, 3) осуществляется пу-
тем интегрирования  по  в квадратных скобках в выражении (11). В 
этом состоит преимущество нашего подхода по сравнению с методом 
псевдосостояний.  

dk

 
2. Обсуждение деталей расчетов 

 
 Детали работы метода проиллюстрируем расчетом троекратного 

дифференциального сечения (TDCS) реакции однократной ионизации 
( -реакции) атома гелия, находящегося в синглетном состоянии. В 
случае, когда быстрый электрон (с энергией в несколько электрон-
вольт) передает атому сравнительно малые энергию и импульс, соот-
ветствующая проблема четырех тел может быть существенно упроще-
на путем ограничения первым борновским приближением взаимодей-
ствия налетающего электрона с атомом.  

)2,( ee
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Расчеты были выполнены в пределе ∞→3m , что означает 

21 2rxr r
=  и 11 2ryr r

=
h== eme

+HeeeHe )2,(  
 (здесь мы используем атомные единицы: 

 ). Троекратное дифференциальное сечение ре-
акции, когда ион  остается в возбужденном состоянии, имеет вид  +He

( ) ( )∑ ⋅+⋅Ψ=
Ω

−

ml
mln

sn rQirQi
Qp

kp
d ,

2
021

)(

,,4
1

1 0
00

0 2expexp
4 rrrr

ip sp 1k

Ψ−
Ω is dEd

d

1

3σ
.(12) 

Здесь ,  и  − импульсы налетающего, рассеянного и медлен-

ного выбитого электрона, соответственно; si ppQ rrr
−=  − переданный 

импульс. Угловое распределение выбитого электрона рассчитано для  
эксперимента [23], когда ион остается в состоянии 2=0n

5500=sE o
s 32,0=ϑ

101

, быстрый 
электрон с энергией   эВ рассеивается под углом ,  
а выбитый электрон  обладает энергией =E

3

 эВ.  
Волновая функция основного состояния атомы гелия получена в 

результате диагонализации матрицы гамильтониана в базисе (12). 
Здесь мы ограничились max =l , 1max 5max ==νn

0b
9032,20 −=E

mln ,,
)(

00
−Ψ

2

. При использовании 
базисного параметра  мы получили для энергии основного 
состояния значение . 

193,1=
56

Волновая функция конечного состояния  получена нашим 
методом (кратко рассмотренным в п. 1). При этом мы ограничились 
максимальным значением полного момента max =L  и 3, ≤λl

3,0=b
. Мас-

штабный параметр базисных функций (10) задавался равным . 
Значения параметров функции «разделения» ζ  (7) были следующими: 

, , 50 =x 500 =y 1,2=ν . Заметим, что в пределе использования беско-
нечного количества парциальных волн результаты не должны зависеть 
от вида функции ζ  (а тем более от ее параметров). Поскольку мы ог-
раничиваем число используемых парциальных волн, значения пара-
метров функции «разделения» ζ  сказывается на скорости сходимости 
результатов в зависимости от числа базисных функций . На рисунке 
приводятся результаты с 

N
19=N 20 (штриховая линия), =N  (сплошная 

линия) и 21=N  (пунктирная линия). Экспериментальные данные взя-
ты из [23].  
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Зависимость TDCS ионизации гелия от числа  радиальных базисных функций: N

 
Из графика видно, что результаты расчетов воспроизводят форму 

экспериментальной кривой. Полученные абсолютные значения сече-
ния (при данной энергии выбитого электрона) отличаются от экспери-
ментальных, что подтверждается результатами других авторов [24–25]. 
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