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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
ВЫПУЧИВАНИЯ ГИБКИХ СТЕРЖНЕЙ 

 
В данной статье выявлены причины ошибки, распространенной в из-
вестных работах по устойчивости упругих систем. При описании фор-
мы выпучивания продольно сжатого гибкого стержня использован ме-
тод Бубнова-Галеркина. Для зависимости наибольшего прогиба стерж-
ня от нагрузки получены соотношения, превосходящие по точности 
формулы, приводимые в литературе.  
 

Введение 

Точная зависимость между нагрузкой P, продольно сжимающей гиб-
кий упругий шарнирно опертый стержень длиной l, и прогибом f дана Эй-
лером в виде полного эллиптического интеграла первого рода [1, c. 440]  

∫
−

=
2

0 2
2

sin
4

1
2

π

ψ

ψ

EI
Pf

d
P
EIl  

и в виде ряда 













+















⋅⋅
⋅⋅

+















⋅
⋅

+





+= ...

4642
531

442
31

42
11

32222222

EI
Pf

EI
Pf

EI
Pf

P
EIl π ,(1) 

где EI – изгибная жесткость стержня. Равновесные закритические формы 
сжатых стержней были впервые исследованы Лагранжем и подробно изу-
чены с применением таблиц эллиптических интегралов [2, 3]. Однако для 
практического использования эти способы оказываются трудоемкими из-за 
необходимости вычисления величин, выражаемых через эллиптические 
интегралы первого и второго рода. Это явилось одной из причин вывода 
различными методами (решением линеаризованных дифференциальных 
уравнений, соответствующих исходным нелинейным; аппроксимацией эл-
липтических интегралов, выражающих точное решение, и др.) приближен-
ных формул для прогибов и формы выпучивания стержня. Другой причи-
ной постоянного обращения к задаче определения формы упругой линии 
является ее исключительная полезность благодаря наличию точного реше-
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ния в качестве тестовой задачи при построении эффективных приближен-
ных решений. 
 

Способ Мизеса линеаризации дифференциального 
уравнения упругой линии 

В работе [4] предложен следующий прием получения приближенных 
формул для прогибов стержня. Запишем дифференциальное уравнение уп-
ругой линии стержня в виде  
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где θ – угол между касательной и осью Ox или первоначально прямоли-
нейной осью стержня, a s – длина  дуги упругой кривой. Принимая в пер-
вом приближении кривую прогиба за синусоиду вида  

,sin
l
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=                                                                 (3) 

учитывая равенства sin θ  = dy/ds = cπ cos(π s/l )/l и малость величины c срав-
нительно с l, имеем  
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Подставляя равенства (3) и (4) в уравнение (2), получим 
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Заменяя в правой части (5) P/EI  близкой к ней величиной π2/l2 после три-
гонометрических преобразований окончательно получим  
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Интегралом этого уравнения, удовлетворяющим граничным условиям  
y(0)=y(l)=0 

рассматриваемой задачи, будет  
y = c sin(π s/l ) + c1 sin(3π s/l ),   
c2 = 8 l 2 (P/P*  – 1)/π2, 

где P* = EI(π /l)2 – критическая нагрузка Эйлера; с учетом приближенного 
равенства P/EI ≈ (π/l)2 при P ≈ P* имеем приближенно c1 = – (π/l)2c3/64. От-
метим, что точно такое же соотношение между коэффициентами c и с1 по-
лучено медом возмущений [5]. Кроме того, Мизес указывает, что в точке s 
= l/2 стержень имеет наибольший прогиб ym = c – c1,  который, учитывая 
малость c1 по сравнению с коэффициентом c, приближенно равен  

1/8
−== ∗PPlcy

π
.        (7) 
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Анализ ошибок при выводе приближенных формул 
для прогибов стержня 

В работе 1929 г. (перевод переиздан [6, с. 561]) полностью повторе-
ны выкладки Мизеса со ссылкой на [4], но коэффициент c1  приведен с не-
верным  знаком  c1 = c(P/P* – 1)/8.  В  результате  этой  ошибки  [7, с. 17],  
[8, с. 74], [9, с. 86] и [10, с. 129] опубликована ошибочная формула 
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для наибольшего прогиба в зависимости от нагрузки вместо необходимо 
следующей из соотношений ym = c – c1, cc1 < 0 и выражений для c и c1 фор-
мулы  
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При этом интересно отметить, что необоснованная формула (8) точнее 
формулы (9).  

В работе [11, с. 37], переиздана [12, с. 25], также полностью повторе-
ны выкладки Мизеса со ссылкой на [4] и упоминанием работы 1929 г. [6] в 
списке использованной литературы, однако для коэффициента c1  ошибоч-
но дано выражение  

8/1/1 −= ∗PPcc ,  
хотя  в  вышедшей  меньшим  тиражом  работе  [13, с. 66]  и  справочнике  
[14, с. 636] приводится верное выражение c1 = – c(P/P* – 1)/8.  

Автор работы 1939 г. (переиздано в [1]) показывает, что формула 
Мизеса (7) "уже содержится в более общем результате Эйлера", если в 
правой части (1) учесть только первые два члена, а "сохраняя в правой час-
ти (1) первые три члена, получим во втором приближении":    
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Далее,  ссылаясь  на  работу  [7]  и  критикуя  формулу  (8),  автор  работы 
[1, с. 443] заключает, что "приближенный вывод Мизеса, приводящий к 
правильной формуле первого приближения (7), оказывается недостаточ-
ным для получения формулы второго приближения" (10). 

Сравнительный анализ аналогичных формул дан в [15], где приво-
дится менее точная, чем (10), формула  
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полученная в 1931 г. [2, с. 501] с помощью рядов.  
Удивительная "устойчивость формулы" (7) проявилась и в работе 

[16, с. 245], в которой с помощью теории катастроф дано похожее, но не-
верное соотношение  
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где l1 – расстояние между концами стержня. При выводе этого соотноше-
ния допущены три ошибки: в выражении полной потенциальной энергии 
стержня необходимо было взять l, а не l1; считалось, что величина l1 не за-
висит от формы прогиба стержня; необоснованно отброшена часть членов 
одного порядка малости. 

В учебнике [17, с. 356] предлагается следующее приближенное ре-
шение для исследования малоизогнутых равновесных состояний стержня. 
В дифференциальном уравнении упругой линии стержня  
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Предполагая, что ось стержня при небольших отклонениях описыва-
ется одной полуволной синусоиды (3) и заменяя  (dy/ds)2/2   его средним 
значением на отрезке [0, l], имеем  
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Учитывая равенство (3), находим  
P/P* ≈ 1 + с2π2/(4l2) или π/1/2/ * −= PPlc .  
Таким образом, получена более грубая зависимость наибольшего 

прогиба стержня от нагрузки, чем формула (7). 
 

Приложение метода Бубнова-Галеркина 

По существу, для получения формулы (7) Мизес применил метод 
Бубнова-Галеркина. Однако уточняя формулу (7) с помощью выражения ym 
= c – c1, необходимо, кроме вычисления коэффициента c1, уточнить и ко-
эффициент с, включая члены такого же порядка малости, как и c1. Дейст-
вительно, в дифференциальном уравнении упругой линии стержня 
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представим корень выражением в виде ряда 
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и перенесем нелинейные члены в правую часть. Тогда имеем  
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Подставляя в уравнение (11) выражение (3) и учитывая в правой части 
лишь первые два члена, получим 
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Приравнивая коэффициенты при sin(π s/l ), выводим уравнение для опреде-
ления зависимости прогиба от нагрузки 
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или z2 + z = p = (λ – 1)/λ, где z = (cπ / l)2/8, λ = P/P* ≥ 1. Отсюда находим  
( ) ( ) ).1(2/8/)4(2/4112/411 2 pppppz −=−++−≈++−=  

Следовательно:   
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Расчеты показывают, что формула (13), полученная с помощью 
квадратичной аппроксимации точного решения [18], существенно точнее 
упомянутых выше формул и отличается от (7) лишь множителем λ = P/P* в 
знаменателе. Таким образом, считая, что стержень принимает форму одной 
полуволны синусоиды (3) и не учитывая величину коэффициента с1,  полу-
чаем более точную формулу, чем (7) и (8). 

Для уточнения формулы (13), предположим, что стержень принимает 
форму линейной комбинации двух синусоид с последовательными нечет-
ными числами полуволн 
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Дифференциальный оператор  
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где отброшена линейная комбинация синусоид с числом полуволн боль-
шим 3. Таким образом, подставляя выражение (14) в уравнение (11), учи-
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тывая в правой части лишь первые два члена и приравнивая коэффициенты 
при sin(π s/l ) и sin(3π s/l ) соответственно, получим систему уравнений для 
определения коэффициентов с и с1. Обозначая a = πc/l, и b = πd/l и λ = P/P*,  
окончательно имеем систему двух уравнений для определения a и b  через 
λ вида 

( ) ( ) 128/486270108928/1851 43223422 babbabaababa ++++ −−−=
−
λ

λ , 

( ) ( ) 128/543622238/929 5322345323 bbababaabbaab +++++++=
−
λ

λ  , 

или, исключая λ из второго уравнения и отбрасывая члены более высокого 
порядка малости: 

,064153457
,085188/
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224
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bbabbaa
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где p = (λ – 1)λ. Подставляя в первое уравнение системы (15) приближен-
ное выражение b ≈ – a3/64, которое следует из второго уравнения, получим  

a4/8 + 18(a3/64)2 + 5a4/64 + a2 – 8p = 0,  
или приближенно: 

13a4 + 64(a2 – 8p) = 0. 
Отсюда имеем 
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и, следовательно,  
 ( ) ( ) )16/111(22)8/1(16/1312264/1 2 pppppaaba −≈+−≈+=− , 
то есть наибольший прогиб приближенно равен  

( ) π/16/11122 plpdcym −=−= .      (16) 
Расчеты подтверждают, что формула (16) точнее формул (10) и (13). 

Формулы (13) и (16) могут оказаться полезными для расчета механических 
регуляторов при создании механических управляющих систем. 
 

Заключение 

При решении нелинейных дифференциальных уравнений метод Буб-
нова-Галеркина приводит к значительным трудностям, так как возникает 
система нелинейных алгебраических уравнений. Однако на примере опи-
сания закритического поведения сжатого гибкого стержня показано, что 
при удачном выборе координатных функций для представления решения и 
аккуратном упрощении получаемой нелинейной алгебраической системы 
уравнений с учетом всех величин одного порядка малости метод Бубнова-
Галеркина позволяет получить формулы, превосходящие по точности ана-
логи, выводимые другими методами. 
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