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Заключение 

 

В работе решена задача моделирования процесса формообразования 
на станке с параллельной кинематикой.  

Приведены зависимости для определения законов изменения длин 
раздвижных штанг, на основе которых можно решать задачи по оптимиза-
ции процесса обработки сложных поверхностей. 
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 МОДЕЛИРОВАНИЕ ПОЛЯРИЗАЦИОННЫХ СВОЙСТВ 
КОНДЕНСИРОВАННЫХ ДИЭЛЕКТРИЧЕСКИХ СРЕД  

 
Рассматриваются методологические аспекты математического модели-
рования диэлектрических свойств ионных кристаллов и полярных жид-
костей. Обосновывается универсальность применения кибернетической 
модели напряженности эффективного электрического поля, действую-
щего внутри поляризованного образца. 

 
Введение 

 На современном этапе научно-технического прогресса все большее 
внимание уделяется вопросам поиска конструкционных диэлектрических 
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материалов, обладающих заданными поляризационными свойствами. Наи-
более перспективные подходы к решению этой проблемы, как правило, 
требуют проведения аналитического или имитационного моделирования 
эксплуатационных характеристик виртуально синтезируемых прототипов. 
Естественно, что эффективность подобных методик, используемых для 
подбора композиционного состава желаемых диэлектрических сред, а так-
же объективность прогнозируемой картины происходящих в них поляри-
зационных процессов, целиком и полностью зависит от адекватности реа-
лизуемых математических моделей. 

В настоящее время при анализе и синтезе сложных, т.е. составных 
систем, широкое применение получил системный подход, который отлича-
ется от классического, индуктивного подхода, рассматривающего систему 
путем перехода от частного к общему и конструирующего систему путем 
слияния ее компонент, формируемых по отдельности. Системный же под-
ход предполагает последовательный переход от общего к частному, при-
чем в его рамках исследуемый объект мысленно выделяется из окружаю-
щей среды.  

Поскольку в большинстве случаев оказывается невозможным полно-
стью смоделировать реально функционирующую систему, то чаще всего 
создается конкретная модель, соответствующая поставленной проблеме. 
При этом необходимо четкое определение конечной цели моделирования. 
Для правильно построенной системной модели характерным является то, 
что она выявляет лишь те закономерности, которые действительно нужны 
исследователю, и не рассматривает свойства объекта, несущественные для 
проводимого исследования [1]. 

 
Описание поляризационных процессов на микроуровне 

 Как известно, динамика физического процесса может быть достаточ-
но адекватно отображена в рамках использования трех основных законов 
механики Ньютона. При этом для формирования математических описа-
ний различных видов электрической поляризации диэлектрика обычно ис-
пользуются статические модели механизмов перераспределения соответст-
вующих заряженных частиц, на основании которых составляются уравне-
ния балансов сил, действующих в изучаемой системе.  

В общем случае на поляризуемую частицу массой m, движущуюся с 
ускорением a, влияют вынуждающая электродвижущая сила FЭДС, сила уп-
ругости Fупр, обусловленная электрическим взаимодействием зарядов и 
стремящаяся вернуть частицу в исходное состояние, и сила сопротивления 
Fсопр, вызванная существованием внутреннего трения: 

сопрупрЭДС FFFam −−=⋅ .        (1) 
Представление каждой из сил на базе трактовок [2 – 4], а также пере-

ход к дифференциальной форме записи дают следующий результат: 
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где x(t) – временная функция смещения частицы; q – ее электрический за-
ряд; k – значение коэффициента квазиупругой связи; τ – время релаксации 
процесса; E(t) – функция напряженности эффективного электрического 
поля внутри образца.  

В случае рассмотрения разновидностей поляризации диэлектрика, 
вызванной периодически изменяющимся электрическим полем с малой 
амплитудой, выражения типа (2) заменяются уравнениями вынужденных 
гармонических колебаний с трением [5]: 
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где b и ω0 – соответственно коэффициент затухания и частота собственных 
колебаний частицы. Отметим, что применимость данной записи для мате-
матического моделирования динамики перераспределения электрических 
зарядов, образующих на микроуровне диэлектрический материал, является 
очевидной и достаточно реализованной в рамках классической физики ди-
электриков. В частности, для описания упругой электронной поляризации 
используются уравнения, в точности аналогичные виду (3).  

При рассмотрении упругой ионной поляризации простейших кри-
сталлов, как правило [6], применяется несколько упрощенная модель, в ко-
торой отсутствуют слагаемые, отражающие затухание колебаний: 
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где x1(t) и x2(t) – функции смещения ионов противоположных знаков; ω01 и  
ω02 – собственных колебаний; q1, q2, m1 и m2 – заряды и массы ионов. С од-
ной стороны, подобное описание обусловлено наличием объективно суще-
ствующего условия bi << ω0i, т.е. возможностью использовать приближе-
ние bi ≈ 0, которое в принципе имеет место и для упругой электронной по-
ляризации, однако не реализуется, с другой стороны, – структурой систе-
мы уравнений (3), исключающей потенциал их суммирования, осуществ-
ляемого в рамках классического подхода, при наличии первых производ-
ных: 
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С точки зрения математического моделирования поляризационных 
характеристик диэлектрических материалов, практический интерес пред-
ставляют динамические уравнения индукции дипольных моментов µ(t). 
При этом в основе их формирования для случаев упругих электронной и 
ионной поляризаций лежит переход от функций смещения (3) и (5) к 
функциям индуцированных электрических моментов, выполняемый путем 
умножения x(t) на величину надлежащего электрического заряда:  
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Кроме того, в работах [7 – 8] была показана возможность использо-
вания формы записи (3) в качестве исходной модели для отображения ори-
ентационных разновидностей упругой поляризации вида: 
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здесь µ0 и J – соответственно собственный дипольный момент и момент 
инерции полярной молекулы или отдельной валентной связи. 
 Таким образом, применение соотношений (6) – (8), отражающих уп-
ругие виды электрической поляризации диэлектрика, вызванной приложе-
нием переменного поля малой амплитуды, при моделировании его поляри-
зационных свойств является удобным с точки зрения общности исполь-
зуемых математических описаний. 

 
Макроскопическая модель диэлектрической проницаемости 

 

 Наиболее подходящей для расчетов диэлектрической проницаемости 
ε конденсированных сред общепринято считается ее формула, полученная 
Клаузиусом и Мосотти еще в середине XIX в. [6, 9]: 
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где K – общее число разновидностей поляризуемых частиц; αi и Ni – соот-
ветственно их поляризуемости и концентрации; ε0 – диэлектрическая про-
ницаемость вакуума. Вывод данного уравнения реализован на базе модели 
формирования локального поля Лорентца, сущность которой заключается 
в локализации произвольно выбранной молекулы воображаемой микро-
скопической сферой, радиус которой должен соответствовать нескольким 
десяткам межъядерных расстояний. Далее предполагается, что все части-
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цы, расположенные внутри сферы, за исключением рассматриваемой, мо-
гут быть мысленно изъяты без нарушения общего поляризованного со-
стояния образца. В рамках подобной трактовки выражение напряженности 
E поля, эффективно действующего внутри поляризованного диэлектрика, 
представляет собой следующую сумму: 

21 EEEE ср ++= ,        (10) 
где Eср – напряженность среднего макроскопического поля; E1 – напряжен-
ность поля, обусловленного выходами дипольных цепочек на поверхность 
локализующей сферы; E2 – напряженность поля, создаваемого молекула-
ми, находящимися внутри сферы (рис. 1).  

 
Рис. 1. Схема формирования локального поля Лорентца. 

 

Главным достоинством модели Лорентца является возможность рас-
сматривать базовую составляющую эффективного поля, а именно слагае-
мые Eср и E1, с макроскопической точки зрения, что существенно упрощает 
расчет его напряженности. При этом для подстановки в уравнение супер-
позиции (10), как правило, принято использовать следующее выражение 
напряженности среднего макроскопического поля 
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которое вытекает из его определения с учетом того, что E0 = ε Eср: 
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где P – результирующий электрический момент, наведенный в единице 
объема поляризованного материала. Величина электрического поля, обра-
зованного поляризованной сферой, эквивалентного вкладу усиливающих 
микрополей, действующих со стороны макроскопической части образца, 
находится путем интегрирования плотности ее поверхностного заряда: 
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Расчет значения величины напряженности поля, создаваемого части-
цами внутри сферы, требует точных сведений о расположении поляризо-
ванных молекул в ближнем порядке диэлектрика и, как правило, вызывает 
затруднения. Для упрощения подобной ситуации при рассмотрении сред, 
молекулярная структура которых обусловливает взаимное подавление со-
ответствующих микрополей, Мосотти предложил полагать: 

02 =E .          (14) 
Подстановка соотношений (11), (13) и (14) в уравнение (10), учиты-

вая замены µi → αi E, в результате и приводит к формуле Клаузиуса-
Мосотти. 

Применение уравнения (9) для расчетов диэлектрических характери-
стик показывает, что оно оказывается приемлемым только при рассмотре-
нии ионных кристаллов и неполярных жидкостей, обладающих слабо вы-
раженными поляризационными свойствами, использование же его при вы-
числении ε активных диэлектриков дает абсурдные результаты, заклю-
чающиеся в получении ее отрицательных статичных значений. Данный 
факт носит название «катастрофы Мосотти»,  поскольку обыкновенно объ-
ясняется неадекватностью приближения (14). Причина указанного обстоя-
тельства непосредственно обусловливается структурой формулы, благода-
ря которой отрицательные значения ε  всегда имеют место при условии: 
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что становится наглядным при ее эквивалентном представлении в виде 
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Традиционно расширение области применения уравнения Клаузиуса-
Мосотти связывается с необходимостью учета напряженности поля E2 [6]. 
При этом для активно поляризуемых сред, в частности полярных жидко-
стей, существуют теории Онзагера и Кирквуда, которые обосновывают 
ввод в рассмотрение ряда дополнительных микрополей, призванных ком-
пенсировать катастрофу Мосотти. Наряду с этим, в работе [9] указывается, 
что вклад совокупности микрополей, имеющих место внутри локализую-
щей сферы, теоретически учитывается при расчете напряженности E1, по-
скольку модель Лорентца подразумевает возможность их удаления без из-
менения общего поляризованного состояния образца. Следовательно, при-
ближение (14) должно оставаться вполне эффективным при рассмотрении 
диэлектрических сред произвольной структуры и агрегатного состояния. 

Кроме того, общепринятая методика расчета спектров поляризаци-
онных свойств диэлектрика заключается в раздельном использовании, с 
одной стороны, наиболее подходящей для него классической макроскопи-
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ческой формулы диэлектрической проницаемости, с другой, – дифферен-
циальных уравнений процессов поляризации частиц, общее решение кото-
рых в частной области позволяет получить выражения комплексных поля-
ризуемостей частиц α(jω). Иными словами, существующий подход к моде-
лированию комплексной диэлектрической проницаемости ε(jω) осуществ-
ляется путем подстановки вещественных и мнимых частотных характери-
стик αi(jω), рассчитываемых на базе динамических моделей, в статические 
формулы типа (9). Таким образом, имеет место некоторый методологиче-
ский разрыв, проявляющийся в совмещении различного рода математиче-
ских описаний.  

 
Кибернетическая модель поляризации диэлектрика 

В 90-х гг. прошедшего столетия выделилась новая область знаний, 
получившая название «кибернетическая физика» [10]. Методология этого 
научного направления основана на построении описаний динамики физи-
ческих объектов, рассматриваемых в качестве систем управления. Прин-
ципиальное отличие кибернетических моделей состоит в том, что при их 
построении всегда явно указываются входы и выходы систем.  

Покажем, что уточнение причинно-следственных связей, имеющих 
место в диэлектрической системе, позволяет получить выражения, необхо-
димые для моделирования ее поляризационных свойств, которые отлича-
ются от классических уравнений физики диэлектриков. 

Используя описания процессов индукции дипольных моментов, от-
вечающих разновидностям электрической деформации соответствующих 
частиц (6)-(8), а также представив функцию напряженности эффективного 
поля на основании модели Лорентца (10) с учетом выражений (12) – (14), 
можно сформировать следующую динамическую модель упругой поляри-
зации диэлектрика общего вида: 

 

,)(
3
2)()(

;,1,,1,,1

);()()(2)(

);()()()(2)(

, )()()()(2)(

);()()(2)(

10
0

2
02

02

2

1
2

20
1

2

2

2
2

2
2

20
2

22
2

2

2
2

10
2

1

1

2
1

1
2

10
1

12
1

2

2
2
02

2

∑
=

−=

+=+==

=++

−=++

−=++

=++

K

i
ii

d

d
dd

d
d

d

vv
v

v

v

v
vv

v
v

v

vv
v

v

v

v
vv

v
v

v

l

l
ll

l
l

l

NttEtE

KVdVLvLl

tE
J

t
dt

tdb
dt

td

t
q
qtE

m
qt

dt
tdb

dt
td

t
q
qtE

m
qt

dt
tdb

dt
td

tE
m
qt

dt
tdb

dt
td

µ
ε

µµωµµ

µωµωµµ

µωµωµµ

µωµµ

  (17) 



 48

где l, v и d – соответственно индексы электронной, ионной и ориентацион-
ной поляризации; L и V – общие числа однообразных элементарных про-
цессов.  

Рассматривая представленную систему уравнений, следует заострить 
внимание на структуре функции E(t), которая отличается от ее традицион-
ной формы, вытекающей из соотношений (10), (11) и (13): 
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А именно: переход от общепринятого описания (11) напряженности сред-
него макроскопического поля к его исходной трактовке вида (12) обуслов-
лен, с одной стороны, необходимостью явного указания входа системы, 
требуемого для построения ее кибернетической модели, с другой, – ис-
пользование соотношения (18) в системе уравнений (17) приводит к нали-
чию излишней переменной ε (t). 
 Исследуя уравнения (17), рассматриваемые в качестве описания не-
которой замкнутой линейной системы управления с обратными связями, 
т.е. выполнив ряд последовательных математических преобразований [11, 
12], характерных для аппарата технической кибернетики, их можно пред-
ставить в эквивалентной форме записи через передаточные функции про-
цессов W(s) и передаточную функцию по рассогласованию полей Wε (s): 
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(19) 
Проанализировав частотные аналоги введенных в рассмотрение переда-
точных функций W(s) процессов упругой поляризации частиц, можно ра-
тифицировать, что они по определению являются эквивалентами их ком-
плексных поляризуемостей, иными словами, W(jω) = α(jω). Зависимость 
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Wε(s) в физике диэлектриков обычно не рассматривается, поскольку ис-
пользуется зависимость ε(jω) = E0(jω)/E(jω), т.е. аналог, обратный Wε(jω). 
Следовательно, непосредственно на основании динамической модели уп-
ругой поляризации образца (17) вытекает «кибернетическая модель» его 
комплексной диэлектрической проницаемости вида: 
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 Необходимо отметить, что явный вид выражений комплексных по-
ляризуемостей αi(jω) частиц, необходимых для практического моделиро-
вания поляризационных спектров конкретных материалов, зависит от 
структуры используемых динамических моделей. А именно: если для на-
хождения решений µi(t) во временной области расположение слагаемых в 
дифференциальных уравнениях (17) не имеет принципиального значения, 
то при получении передаточных функций соответствующих элементарных 
процессов весьма важным является разделение описаний реакций элемен-
тов изучаемой системы, а также их вынуждающих воздействий.  

Например, в работе [9] анализируется установившееся состояние уп-
ругой электронной поляризации диэлектрика, состоящего из N осциллято-
ров одной разновидности, описываемого уравнением общего вида: 
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где e и me – соответственно, заряд и масса электрона; R – коэффициент об-
ратной связи, соответствующий используемой модели локального поля. 
При этом в общепринятых рамках классического подхода выполняется 
следующая перегруппировка слагаемых  
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на основании которой делается вывод, что общая поляризованность образ-
ца изменяет собственную частоту поляризации рассматриваемой частицы: 
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Однако, в этом случае функция α 
*(jω) отражает зависимость изме-

нения наведенного дипольного момента исключительно от величины на-
пряженности приложенного поля.  

С другой стороны, реализация подобного подхода к совокупности 
электронных осцилляторов различных видов  
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дает набор следующих зависимостей для α 
*(jω): 
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которые не могут быть использованы в формулах типа (9) или (20), т.к. от-
ражают частотные характеристики реакций частиц на электрические поля 
различного рода. 
 Таким образом, явное выделение причинно-следственных связей при 
построении исходных описаний поляризационных процессов оказывается 
целесообразным, во-первых, с позиции их последующей математической 
обработки, во-вторых, с точки зрения адекватности вытекающих в резуль-
тате вычислительных средств моделирования.  

  
Устранение катастрофы Мосотти 

Полученное выше кибернетическое уравнение диэлектрической про-
ницаемости вида (20) структурно отличается от формулы Клаузиуса-
Мосотти, несмотря на использование одних и тех же исходных предпосы-
лок, укладывающихся в модель формирования локального поля Лорентца. 
Анализ вычислительных особенностей данной модели, рассматриваемой в 
виде ее статической формулы 
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показывает, что она дает положительные значения при любых величинах 
суммарной поляризуемости образца, т.е. принципиально исключает прояв-
ление 4π катастрофы, несмотря на использование приближения Мосотти.   
 Для проверки эффективности применения уравнения (20) выполним 
имитационное моделирование поляризационных свойств диэлектрической 
среды на демонстрационном примере. При этом в исходных уравнениях 
(17) примем значения динамических параметров элементарных процессов 
близкими к их реальным значениям [13, 14], а именно равными:  

ω0l = 5⋅1016 рад/с, bl << ω0l, ql = 8e, ml = 8me, L = 1;  
ω0v1 ≅ ω0v1 = 1015 рад/с, bvi << ω0vi, qv1 ≅ qv1 = e, mv1 ≅ mv1 = 1 аем, V = 2;  
ω0d = 1014 рад/с, bd ≅ 0,707ω0d, µ0d = 2⋅10−29 Кл·м, Jd = 10−47

 кг·м2, K = 3; 
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Nl = 2N, Nv1 = Nv2 = N, Nd = N, N = 1028 м−3. 
Результаты расчетов вещественной частотной характеристики (ВЧХ) 

суммарной комплексной поляризуемости единицы объема рассматривае-
мого метафизического образца, вычисленной с помощью соответствующих 
выражений (19), представлены на рис. 2. 
 

 
Рис. 2. График ВЧХ объемной поляризуемости образца. 

 

 Для моделирования ВЧХ комплексной диэлектрической проницае-
мости ε ′(ω) используем выражения, вытекающие на основании соответст-
венно уравнения Клаузиуса-Мосотти (9) и кибернетической модели (20): 
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где α i′(ω) и α i″(ω) – вещественные и мнимые частотные характеристики 
поляризуемостей частиц, определяемые соотношениями (19). Полученные 
спектры приведены на рис. 3, где толстая линия соответствует примене-
нию кибернетической модели, а тонкая – уравнению Клаузиуса-Мосотти. 
 Проведенный вычислительный эксперимент показывает, что харак-
теристика, вычисленная с помощью выражения (26), отражает появление 
отрицательных значений ε ′(ω) при повышении величины суммарной поля-
ризуемости единицы объема диэлектрика, напрямую обусловленное струк-
турой применяемой для расчетов модели. Однако следуя трактовкам клас-
сической теории поляризации, увеличение поляризованности образца 
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должно приводить к росту значения его диэлектрической проницаемости. 
Использование же уравнения (27) дает вполне адекватные результаты. 

 
Рис. 3. Графики ВЧХ диэлектрической проницаемости. 

 
 

 Таким образом, можно объективно утверждать, что катастрофа Мо-
сотти вызвана искажением причинно-следственных связей, допущенным в 
выводе формулы (9), а не ошибочностью приближения (14). 
 

Вещественная частотная характеристика 
комплексного показателя преломления 

При изучении закономерностей влияния химического состава и 
структуры диэлектрика на его поляризационные свойства важная роль от-
водится исследованию величины оптического показателя преломления n, 
демонстрирующего, во сколько раз уменьшается скорость света в рассмат-
риваемом материале по отношению к его скорости в вакууме.  Поскольку 
электрическая составляющая светового потока гораздо весомей магнитной, 
то его преломление веществом определяется в основном электрической 
поляризацией частиц и связывается с диэлектрической проницаемостью 
материала соотношением:  
 ε=2n .          (28) 
При рассмотрении переменных полей уравнения n и ε принимают вид 
комплексных функций [15]: 
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где n(ω) и χ(ω) – соответственно вещественная и комплексная частотные 
характеристики комплексного показателя преломления; ε ′(ω) и ε ″(ω) – со-
ответственно вещественная и мнимая частотные характеристики ком-
плексной диэлектрической проницаемости. Подстановка выражений (29) в 
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соотношение (28) дает комплексную запись: 
)()(2)()()()( 22 ωχωωχωωεωε njnj +−=′′+′ .    (30) 

На основании данного описания, разделяя его вещественную и мни-
мую составляющие, можно получить следующую систему уравнений: 

.2;22 χεχε nn =′′−=′         (31) 
Исключив переменную χ, систему (31) можно заменить биквадратным 
уравнением 

025,0 224 =′′−′− εε nn ,  
обладающим двумя действительными и двумя комплексными корнями: 
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Из всего множества имеющих место решений (32) в первую очередь 
приходится однозначно отбросить комплексные корни n3,4, т.к. искомая за-
висимость n(ω) изначально описывает численную функцию вещественной 
части комплексной характеристики n(jω), т.е. представляет собой массив 
действительных чисел. Разбирая пару вещественных корней n1,2, следует 
принимать во внимание физическую сущность рассматриваемой функции. 
Поскольку она по определению отражает «число раз», то практической 
ценностью обладает только положительный корень. Стало быть, для моде-
лирования частотной зависимости оптического показателя преломления 
можно использовать выражение: 
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Однако, анализ структуры соотношения (33) показывает, что оно не 
совсем адекватно. Действительно, в случаях, когда ε ″(ω) ≈ 0, а ε ′(ω) < 0, 
данная формула дает нулевые значения n(ω) за счет извлечения положи-
тельного корня из квадрата отрицательных величин ε ′(ω). Следовательно, 
уравнение (33) необходимо преобразовать к виду: 
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Результаты моделирования зависимости n(ω) для описанного выше 
демонстрационного примера, полученной в рамках использования кибер-
нетической модели ε(jω), отражены на рис. 4. Кроме того, на графике при-
веден детализированный фрагмент характеристики, демонстрирующий 
различие результатов применения моделей.  

При этом спектру, рассчитанному с помощью выражения (33), соот-
ветствует пунктирная линия, а использованию формулы (34) – непрерыв-
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ная. 
 

 

 
 
 

Рис. 4. Графики частотных зависимостей показателя преломления. 
 

 Таким образом, введение модуля в общепринятое описание частот-
ной зависимости показателя преломления вида (33) является вполне оп-
равданным с точки зрения повышения эффективности моделирования. 
 

Заключение 

Предлагаемые расчетные формулы (19), (20) и (34) являются базо-
выми структурными моделями, позволяющими описать процесс общей уп-
ругой поляризации диэлектрика с макроскопической точки зрения. Для 
моделирования поляризационных спектров конкретных материалов необ-
ходимо определить динамические параметры протекающих в них элемен-
тарных процессов, которые могут быть найдены либо с помощью эмпири-
ческих способов исследования, либо вычислены аналитически в рамках 
детализации изучаемых явлений на микроуровне. 

Объективное устранение катастрофы Мосотти, реализованное на ба-
зе уточнения причинно-следственных связей между полями, действующи-
ми в поляризованном образце, позволяет прийти к утверждению об уни-
версальности использования кибернетического уравнения ε(jω), т.е. его 
применимости к любым диэлектрическим материалам независимо от их 
структуры и агрегатного состояния. 
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ТЕРМОСТИМУЛИРОВАННАЯ ЭДС В СЭНДВИЧНОЙ СТРУКТУРЕ 
МЕТАЛЛ-НИОБАТ ЛИТИЯ-МЕТАЛЛ 

 
На основе электретной модели проведено численное моделирование 
экспериментальных зависимостей термостимулированной ЭДС в не-
симметричной сэндвичной структуре металл-ниобат лития-металл от 
геометрии кристалла, его температуры, концентрации легирующей 
примеси.  


