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С ПЕРЕМЕННЫМИ ПРЕДЕЛАМИ ИНТЕГРИРОВАНИЯ1 
 
 
Ломакина Е. Н. – д-р физ.-мат. наук., проф. кафедры МиММЭ (ХГАЭП) 
 
 

Исследовано асимптотическое поведение энтропийных чисел инте-
гральных операторов типа Харди с переменными пределами интег-
рирования, действующих в пространствах Лебега на полуоси. 
 
The asymptotical behavior of the entropy numbers of the Hardy-type in-
tegral operators with variable limits of integration acting in Lebesgue 
spaces on a semi axis are estimated. 

 
Оценкам характеристических чисел интегральных операторов бы-

ло посвящено значительное количество работ многих авторов. Отме-
тим монографии [3], [7], [8], статьи [4]-[6], [9], но исследование энтро-
пийных чисел интегральных операторов до последнего времени оста-
валось менее детальным, в особенности это касается конкретных клас-
сов операторов. В данной работе получены асимптотические оценки 
энтропийных чисел операторов Харди с переменными пределами  ин-
тегрирования.  

Пусть ( )YXB ,  – пространство всех линейных, ограниченных опе-
раторов действующих из банахова пространства X  в банахово про-
странство . Энтропийные числа , Y )(Ten Nn∈ , (e – числа) оператора 

 определяются как точная нижняя грань множества всех 
чисел 

( YXBT ,∈ )
0>ε , для которых существуют элементы , где  

, такие  что  ,  т.е. 

Yyy m ∈,,1 K

12 −≤ nm U
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i
YiX ByBT
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}{)(
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+⊂ ε

                                                 
1 Данное исследование поддержано грантом НШ-9004.2006.1, 07-01-00054-а РФФИ 
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где  −≤∈= }1:{
XX xXxB единичный шар в X , а  – единичный 

шар в Y . 
YB

 Энтропийные числа обладают следующими свойствами: 
для операторов   и  ( )YXBTS ,, ∈ ( )ZYBR ,∈  
(i)  ;0)()( 21 ≥≥≥= KTeTeT  
(ii)    ;,),()()(1 NmnSeTeSTe mnmn ∈+≤+−+                                         (1) 
(iii)   .,),()()(1 NmnReTeRTe mnmn ∈⋅≤−+                        
 Энтропийные числа тесно связаны с аппроксимативными числами 
и числами Гильберта линейных ограниченных операторов. Приведем 
следующие определения: 
n -e аппроксимативное число оператора ( )YXBT ,∈  

{ } ,,,::inf)( NnnrankLYXLLTTa
YXn ∈≤→−=

→
  

 где ; )(dim LRrankL =
n -e число Гильберта оператора ( )YXBT ,∈  

( ) ( ){ }.F,E,Y,BF,X,BE(FTE)a(T)h nn 11:sup 22 ≤≤∈∈= ll  
 Соотношения между характеристическими числами содержатся в 
следующей теореме.  
 Теорема 1. [3], [5]. Пусть ( )X,YBT ∈ . Тогда  

(T);e(T)h(i) nn 2≤  
         для любого  (T),anC(T)en(ii) n

α

n
αn

α

n
supsup ≤ .0>α

  Пусть ∞<< p1 . Обозначим  пространство Лебега всех 
измеримых функций с конечной нормой 

)(RLp
+

.

1

0

pp

)(RL
dxf(x)f

p ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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∞
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Определим операторы )()(: ++ → RLRLS qp   при  ∞<< qp,1  
 
                                          (2) ,)(

0

dyyu(y)fv(x)Sf(x)
ψ(x)

∫=

и  )()(: ++ → RLRLK qp   при  ∞<< qp,1   
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                                     (3) 
где весовые функции 

 и пределы интегрирования  )()(),()( ,,
++

′ ∈∈ RLxvRLyu locqlocp

)(),( xx ψϕ  − возрастающие дифференцируемые функции такие, что 
,0)0(,0)0( == ψϕ  )()( xx ψϕ <  для ),0( ∞∈x   и  ∞=∞=∞ )()( ψϕ .  
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 Критерии об ограниченности и компактности операторов (2) и (3) 
содержатся в следующей теореме.  
 Теорема 2. Пусть .1 ∞<≤< qp  Тогда 
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 Оператор   компактен в том и только в том 
случае, если     
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причем,    .2)()(
AK

RLRL qp
≈++ →

 

Оператор     компактен в том и только в том 
случае, если   
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 Пусть  ,1 ∞<<< pq   .111
pqs

−=   Тогда  

(b1)  Если оператор  ограничен из  в  , то  S )(RLp
+ )(RLq
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кроме того, .1)()(
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кроме того, .2)()(
DK

RLRL qp
≈++ →  

 Оператор   компактен в том и только в том 
случае, если  . 

)()(: ++ → RLRLK qp

∞<2D
 Доказательство теоремы следует заменой переменных из извест-
ных результатов об ограниченности и компактности оператора Харди 
[2, § 1.3].  
 
 Введем следующие обозначения: для интегрального оператора  

   пусть последовательность )()(: ++ → RLRLS qp { } Znn ∈ξ   задана фор-
мулой 
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Аналогично, для интегрального оператора     зада-
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 Теорема 3.  Предположим, что весовые функции   

,   1 < p,  q < ∞,  такие, что операторы   

 и , определенные формулами 
(2), (3), компактны.  
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Доказательство.  
Заменой переменной )(ty ψ=  получаем  
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Отсюда следует, что оператор 
ΨΩ= oS  

является суперпозицией метрического изоморфизма      
                  ,    )()(: ++ →Ψ RLRL qp
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В силу свойств е – чисел (1)  имеем  
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а также  
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)()( 1 See nn ⋅Ψ≤Ω − .   

Поскольку  ,11 =Ψ=Ψ
→

−
→ pppp LLLL

 то  )()( Ω= nn eSe . 

 Поэтому,  используя результаты [9] (теоремы 4.6, 4.10, теоремы 5.7, 
5.8), получаем требуемые оценки. 
 Асимптотические оценки для оператора K  выводятся анало-
гично заменой )(ty ϕ= . 
 

  Следствие 1. Предположим, что весовые функции  

,  1 < p,  q < ∞,   такие, что операторы   

 и , определенные формулами 

(2), (3), компактны   и  
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  Далее, рассмотрим интегральный оператор    с 
переменной областью интегрирования вида  

)()(: ++ → RLRLH qp

                                      (4) .dy)y(f)y(u)x(v)x(Нf
)x(

)x(
∫

ψ
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  Для исследований асимптотики е – чисел оператора (4) построим 
специальное разбиение полуоси  ( ) U

к
к ,,0 Δ=∞  где  иkk ],[ 1+=Δ ζζ  

],[ 1+= kkk ηηδ  определяются   для  Zk∈   следующим образом: 
),1(),1(,1 100 ψηϕηζ === ,),1()( 1

1 Zkк
к ∈= −
+ ψϕζ o  

.,)( 11 Zkk
k ∈= −− ψϕψη o  

 Используя асимптотические оценки аппроксимативных чисел операто-
ра (4), полученные в работе [1, теор. 3.1] и оценки теоремы 1 (ii), полу-
чаем оценки для энтропийных чисел оператора H с переменными пре-
делами.  
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  Пусть последовательности { } { } knkknk и Δ∈Δ∈ ,, τξ  заданы сле-
дующими соотношениями: 

∫ =
′)(

)(

, ,2)(nk

k

np dttu
ξψ

ζψ
    ∫

+ −′
=

)(

)(

1

,

.2)(k

nk

np dttu
ζϕ

τϕ
 

Определим 

.|)(|)(и|)(|)(

11
)(

)(
,

11
)(

)(
,

1,

,

,1,

,

, q
q

p
p

nk

q
q

p
p

nk dxxvdttudxxvdttu
nk

nk

nk

k

nk

nk

nk

k
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∫∫∫∫

++ ′
′

′
′

τ

τ

ζϕ

ζϕ

ξ

ξ

ζψ

ζψ

κσ

 
Теорема 4.  Пусть 1 < p < ∞, оператор   ком-
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