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С помощью метода конечных элементов в прямоугольной области 
найдены приближенные собственные значения двумерной спек-
тральной задачи с нелинейным вхождением параметра, возникаю-
щей в связи с проблемой нормальных колебаний вязкой несжимае-
мой экспоненциально-стратифицированной жидкости. 
 
The paper deals with nonlinear two-dimensional spectral problem in view 
of the problem of normal modes of incompressible exponentially 
stratified viscous fluid that is bounded by rectangular solid border. The 
finite element method is used for computation of approximate Eigen 
values. 
 
Рассматривается спектральная задача с нелинейным вхождением 

параметра λ , возникающая в задаче течения вязкой несжимаемой 
экспоненциально-стратифицированной жидкости [1], [2, с. 893–899]. 
Численное нахождение приближенных собственных значений в случае 
свободной границы методом моментов исследовано в [3]. В данной ра-
боте спектральная задача рассматривается в замкнутой прямоугольной 
области с использованием метода конечных элементов. 

Опираясь на работы [1], [2, с. 893–899], сформулируем задачу 
нахождения собственных значений. 

Рассматриваются двумерные движения вязкой несжимаемой стра-
тифицированной жидкости в области 
 }10,10|),{( <<<<=Ω yxyx .  

Жидкость стратифицирована экспоненциально вдоль оси Oy, что 
означает, что ее плотность ρ  и динамическая вязкость η  в невоз-
мущенном состоянии имеют вид: 
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 ( ) 0,2 >= − βαρ β yey ,  

 ( ) ( ) yeyy βνανρη 2−== ,  
где α  – некоторая константа; β  – параметр, характеризующий мас-
штаб стратификации; ν  – кинематическая вязкость (полагается 
постоянной). Практическая важность такого случая стратификации за-
ключается в том, что распределение плотности по экспоненциальному 
закону является больцмановским распределением в однородном поле 
силы тяжести. 

Вводится функция тока  – такая функция, что для 
компонент  и  вектора скорости выполнены равенства: 

),,( tyxu

1v 2v
 1vu y =′ ,  2vux −=′ ,  
и рассматривается следующее дифференциальное уравнение: 
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≡Δ  – бигармонический оператор; gβω 20 =  

– частота Вейсяля-Брента (см. [1]); g  – ускорение свободного падения. 
Нормальные колебания вязкой экспоненциально-стратифициро-

ванной жидкости запишем в следующем виде: 
 .  teyxwtyxu λ−= ),(),,(

Тогда функция  должна удовлетворять спектральному урав-
нению: 

),( yxw

 . (1) 02
0

22 =′′+Δ+Δ xxwww ωλλν
Присоединим к дифференциальному уравнению (1) нулевые гра-

ничные условия: 
 0|),( =Ω∂yxw , (2) 

 0),( =
∂
∂

Ω∂
yxw

n
, (3) 

где  – граница области Ω∂ Ω , а  – внешняя нормаль к n Ω∂ . 
Получаем квадратичную спектральную задачу (1) – (3). 
Для нахождения приближенных собственных чисел λ  этой задачи 

воспользуемся методом конечных элементов. 
В качестве конечных элементов выберем прямоугольники, что 

обусловлено формой области Ω. Разложение искомой функции выпол-
ним по двумерным базисным функциям, составленным на основе од-
номерных эрмитовых базисных функций [4], [5], [6], [7]. 
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Разобьем область  вертикальными и горизонтальными прямыми 
на клетки размером , где 

Ω
yx hh ×

 
x

x N
h 1

= , 
y

y N
h 1

= ,  

а  и  – количество отрезков разбиения по оси Ox и Oy соответст-
венно. 

xN yN

Получим сеточную область 
 }1,...,1,1,...,1,,|),{( −=−===≡Ω yxyjxijih NjNijhyihxyx ,  
и ее сеточное замыкание 
 },...,0,,...,0,,|),{( yxyjxijih NjNijhyihxyx ====≡Ω .  

С каждым узлом  сетки ),( ji yx hΩ  свяжем прямоугольный конеч-
ный элемент 

 
yx

jjiiji

NjNi

yyxx

,...,0,,...,0

,],[],[ 1111,

==

Ω∩×=Ω +−+−   

В центре конечного элемента ji,Ω  находится узел  сетки, а 
по углам конечного элемента и на серединах его сторон располагаются 
соседние узлы. 

),( ji yx

С каждым конечным элементом свяжем по четыре функции сле-
дующего вида: 
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Здесь функции ϕ  и ψ  – это функции эрмитова восполнения [4], 
[5]) сеточных функций для одномерного случая. Они определены на 
отрезке [-1,1], непрерывны вместе с первыми производными, имеют 
кусочно-непрерывные вторые производные и обладают следующими 
свойствами: 
 0)1()1( =±′=± ϕϕ , 1)0( =ϕ , 0)0( =′ϕ ,  
 0)1()1( =±′=± ψψ , 0)0( =ψ , 1)0( =′ψ .  

Аналитически их можно записать следующим образом: 
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Для функций  в точке  выполнены свойства, указанные 
в табл. 1. 

k
ji,ϕ ),( ji yx

На границе конечного элемента ji ,Ω  функции 
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тождественно равны нулю. Функции 
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линейно независимы. 

Таблица 1.  
Свойства базисных функций и их производных 
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1 1 0 0 0 
2 0 1 0 0 
3 0 0 1 0 
4 0 0 0 1 
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Решение  спектральной задачи (1) – (3) приближенно запи-
шем в виде следующей конечной суммы: 

),( yxw
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где  – неизвестные постоянные. k
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Из граничных условий (2) – (3) сразу следует, что , если 
 или . Поэтому: 
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Подставим )  в уравнение (1), последовательно умножим 
полученное уравнение на функции , где 

,( yxwN
r
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, , и проинтегрируем по области . 1...,,2,1 −= yNq 4,3,2,1=r Ω

Получим следующую систему линейных алгебраических уравне-
ний относительно неизвестных : k
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Избавимся теперь в (4) от тройных индексов  и . Для 
этого введем следующую функцию: 

),,( kji ),,( rqp

 kjNikjiI x +−−+−≡ ))1)(1(1(4),,( .  
Обозначив за , ),,(1 kjiII = ),,(2 rqpII = , вместо (4) получим: 
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  (5) 
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Здесь 
 )1)(1(4 −−= yx NNM .  

Запишем систему (5) в матричном виде: 
 0)( 3

2 =++ aAAA 21
rλλ , (6) 

где  - матрицы, составленные из коэффициентов системы, а 

вектор 
321 A,A,A

T
Maaa },...,,{ 21=ar . 

Система (6) представляет собой квадратичную задачу на собст-
венные значения. Сведем ее к обобщенной задаче на собственные 
значения [8]. Для этого запишем (6) в следующем виде: 
 aBaD rr λ= , (7) 
где  и B  – блочные матрицы: D
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I
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а  – единичная матрица. I
В работе [8] утверждается, что системы вида (6) и (7) имеют 

одинаковые собственные значения. 
Таким образом, исходная задача (1) – (3) сведена к обобщенной за-

даче на собственные значения. 
При реализации вычислений собственных значений поставленной 

задачи необходимо использовать теоретические результаты работы [2, 
с. 893–899], в которой говорится о случаях сильной и слабой демпфи-
рованности стратифицированной жидкости. Так, если отношение 

 2
0

2

ω
ν  (8) 

больше некоторого числа , зависящего только от формы области , 
то жидкость называется сильно демпфированной, в противном случае 
– слабо демпфированной. 

S Ω

В первом случае спектр задачи состоит из изолированных положи-
тельных собственных значений конечной кратности, обладающих 
двумя точками сгущения: 
 0=λ  и +∞=λ .  

В случае слабо демпфированной жидкости спектр задачи состоит 
из изолированных точек комплексной плоскости, все собственные зна-
чения являются конечнократными, лежат в области 0Re >λ  и обла-
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дают двумя точками сгущения: 0=λ  и +∞=λ . При этом, 
невещественных собственных значений может быть лишь конечное 
число, и все они расположены в полукольце 

 0Re >λ , 2

2
0

1 cc
ν
ω

λν ≤≤ ,  

где  и  – некоторые константы, зависящие только от формы об-
ласти . 

1c 2c
Ω

Для выполнения расчетов и построения графиков было составлено 
несколько программных модулей, написанных на встроенном в анали-
тическую систему Maple языке программирования и на языке про-
граммирования Delphi (Object Pascal). Расчет проводился для различ-
ных значений  и , xN yN ν  и 0ω  (то есть отношения (8)), и показал 
ожидаемые результаты. 

 
 

 
 

Рис. 1. Все собственные значения задачи, случай слабо демпфированной 
жидкости ( 610−=ν , ). Масштабы осей не совпадают 4

0 10−=ω
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Рис. 2. Собственные значения задачи в окрестности точки 0=λ , случай 
слабо демпфированной жидкости ( 610−=ν , ). Масштабы осей 

совпадают 

4
0 10−=ω

 
 

 
 

Рис. 3. Все собственные значения задачи, случай слабо демпфированной 
жидкости ( 610−=ν , ). Горизонтальная ось имеет логарифмическую 

шкалу 

4
0 10−=ω
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Рис. 4. Все собственные значения задачи, случай сильно демпфированной 
жидкости ( 610−=ν , ). Линейный масштаб горизонтальной оси 6

0 10−=ω
 
 

 
 

Рис. 5. Все собственные значения задачи, случай сильно демпфированной 
жидкости ( 610−=ν , ). Горизонтальная ось имеет логарифмическую 

шкалу 

6
0 10−=ω

 
На рис. 1 – 5 приведены результаты вычислений для двух случаев: 
1. 610−=ν ,  (слабо демпфированная жидкость), 4

0 10−=ω
2. 610−=ν ,  (сильно демпфированная жидкость). 6

0 10−=ω
В обоих случаях 11== yx NN  и получено по 800 собственных 

значений. 
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