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OINTUMAJIbHOE YIIPABJIEHUE JTUHAMUKOM
PETMOHAJIbHON YKOHOMUWYECKOM CUCTEMBI
ITPU 3ATAHHOM I'OPU3OHTE IIVIAHUPOBAHUA

byneaxos B. K. — n-p ¢wus.-mar. Hayk, npod. kadenpsl «IIporpamMmmuoe odecrieue-
HUC  BBIYUCIIUTEIBHOM  TEXHUKM M aBTOMATHU3UPOBAHHBIX  CHCTEMY;
Cmpueynos B. B. — acriupant kadenpbl «IIporpamMMHoe obecriedeHne BBIYMCIIH-
TETHLHOW TEXHUKH W aBTOMAaTHU3UPOBaHHBIX cuctem» (TOI'Y)

PaCCManI/IBaCTCﬂ 3alada ONTHUMAJIbHOI'O YIIPABJICHUA ,HI/IHaMPIKOﬁ OKO-
HOMHYECKON CHCTEMBI pEeruoHa A 3apaHeC 3aJaHHOI'O T'OpHU30HTA Iljia-
HUpPOBAaHUA, OACTCA PCIICHUC KpaeBoﬁ 3aaur OINTUMAJILHOI'O YIIpaBJiC-
HUA U COOTBECTCTBYIOIINUX €EMY OIITUMAJIbHBIX TpaeKTOpHﬁ.

The problem of optimal controlling the dynamics of the regional eco-
nomic system under the set horizon of planning is considered, solving
the regional problem of optimum control and optimum trajectories corre-
sponding them is given

Jlns pemieHus 3ajjaud ONTUMAJIBHOTO YNpaBJIEHUS JUHAMUKOM pervo-
HaJIbHOM KOHOMUYECKOW CHCTEMBI JUIsl Cllydasl, KOrJla TOPU30HT IIJIaHUPO-
BaHM 3apaHee 3a/laH, UCIOJIb3YEM B KaUeCTBE OCHOBBI PE3yJIbTaThl MPEJIbl-
nyuen crateu [1].

1. ITocTanoBka 3agaun

[IpencraBuM 00nacTh MOMYCTUMBIX 3HAYEHHH (DYHKLIMU ympaBiIeHUS
KaK 3aMKHYTO€ MHOXECTBO

W ={w(t) € C[0, T, ]| w(t) € [w,, w, ]} , (1)
rae
w, =7m, B(x(t)), w,=rm,B(x(1)), (2)
m=c,C,, m=c,C,, c,=1,+1,

T, — 3apaHee 3aJ1aHHbII TOPU3OHT IIAHUPOBaHHUSL, T, < 0.
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PaccMoTpuM 3amady 00 OTBICKAHMHM ONTHMAJIBHOTO YMpPaBICHHS
w'(t) e W MakpOodKOHOMHUYECKOM CHCTEMBI PETHOHA B CIIEAYIOLIEM CMBICIIE:

HaWTH ynpasiienne w(t) € W , KOTOpoe MepeBOAUT CUCTEMY

ﬁ:aB(x)—/Ix—pw 3)
dt

U3 HauaJIbHOro (MKCUPOBAaHHOTO cocTosiHUA X(0) =X, B KOHEYHOE (HKCHU-
poBanHoe coctostHue x(7),) = x, 3a 3ajaHHOE 3apaHee BpeMs 7, mpu ycio-

BHUH, YTO MHTErpajl 6H3FOCOCTO$IHI/IH
T,

J= j We (¢ dt (4)
0

MMPUHHUMACT MaKCHUMAJIbBHOC 3HAYCHUC.
MareMaTru4deckas IIOCTaHOBKA 3aJ1a4y UMEET BHU/I:

TP
maV;(!w (t) dt
dx
EzaB(x)—/Ix—pw x(0) =x, x(T,))=x, . (%)
1
B(x)zb(l—e’x)—i-(l—b)x l-e”

OTMeTuM, 4TO B OTJIMYKE OT 3aJa4d, PaCCMOTPEHHOU B [1], B 1aHHOM
3amade (5) Bpems T, 3apanee 3amano. Ilpenmonoxum Takxke, 9TO

X, <x,<x,.

2. Pemienne KkpaeBoii 3a1a4u ONTUMAJIBHOIO YIIPABJIEHUS

CornacHo nmemMmam 1, 2 pabotsl [1] paccMOTpuM B MIIOCKOCTH (Y, X)
obmacte QO < Q, (puc. 1), orpaHHYCHHYIO MHTETPAJIbHOW KPUBOH a,, Ka-
caromeiics cHuzy kpyra O, , KpHBOH i/, (X) ¥ TOPU3OHTAIBHBIM OTPE3KOM

A'A , Haxo[AIIEMCs HA YPOBHE X, .

PaccMoTpuM skOHOMHYECKH Tpolecc, omTuMaibHas (a3oBas u co-
npspKeHHas rmepeMeHHbie x (f), w(f) KOTOPOro OIMCBHIBAIOTCS CHCTEMOM

YPaBHEHUN:
dx
- = F()C B l//)
dt
dy ; (6)
- = G(x > W)
dt
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371eCh
1

a B(x)—}/x—at//ig p

=

F(x,y)=
a, (B(x)—}/zx) npu
Gx,y)=a(y-B®))y.

1.8
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wo (1) < w(t) <y,(1)

>

w(t) 2y, ()

sh (x.s’lf{'r.s) H

1.4 -

W (%)

0.6

r, (x)

L J
N
N
o
[
N

Puc. 1

15 L A

PaccMoTpuM Takke CleayroNIyo SKBUBAICHTHYIO cUcTeMe (6) cucteMy
YpaBHEHUH, B KOTOPOW B KA4eCTBE HE3aBUCUMOMN MEPEMEHHOW B35iTa CO-
NpsbKeHHAs epeMeHHasl i , a B kauecTBe (pyHKUUN — (pa3oBasi mepeMeHHas

X W BpeMs 1

dx

_— x’
) o(x,y)
dt

—_—— x’
0y x(x,¥)

(7)
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31€Ch
b
P(x,p) = B(x)_/—xB_'(i)W - i TP Yo() < <ya(n)
Z%i mpu Y >y, (x)
n 1
x(x, )= Py

B pabote aBTopoB [1] mokazana Teopema 3, nmaromiasi pericHue 3aaauu
ONTUMAJIFHOTO YIIPABJICHUS 711 KOHEYHOTO TOPU30HTA TIAHUPOBAHUS, 3a-
paHee He 3amgaHHOro. B Hell paccMmoTpeHbsl nBa ciydas. Cnydaii A:
X, Sx <x,<x,B: x <x,<x <x_ . g ynobctea JanpHENIIEro us-

JIOKEHHUsI HIDKE CPOPMYIHPYEM MEPBYIO YacTh ATOM TeOpeMbl — ciiydaid A,
JUI KOTOPOro HIJKE pelaercs 3ajada o0 ONTHMalbHOM YINPaBIECHUHU IPU
3a/laHHOM 3apaHee BPEMEHH Iiepexoa 7', U3 COCTOSHUS X, B COCTOSIHHE X,

IIPU YCIOBUAX X, <X, < X, .

Teopema 1. PaccMoTpuM 3KOHOMUYECKHI TPOIIECC, OMUCHIBAEMBII CHUC-
temoil ypasHeHuii (7). IlycTe x,, X, — TOUKM HAQ4YaJIbHOTO U KOHEYHOTO CO-

CTOSIHMS CHCTeMBI X, X, € Q) , mpuueM x, < x, < x,. Toraa peuienue 3aaa-

YU ONTUMAJILHOTO YIIpaBJICHUS IS 3apaHee HE 3aJlaHHOTO0 BPEMEHU Iepe-
xoJ1a onpenensierca 3aaadend Komu

2Mi mpu Y, (X)) Sy
" y=B'(x") y
ax_ _ 1
dl// N x e
Badoyx oy T 1L )<<y (@
y—B'(x") v
49 __ n 1
dy y-B'(X) y

C HA4YaJIbHbIMHU YCJIIOBHUAMMU:

Vs =0y (x) = S xw)=x, 0w,)=0. (9
[B(x,)- 7]

B paGore aBTOpoB [2] mokazaHa TeopemMa 2, iepBasi 4acTh KOTOPO Ham
TIOHAJO0MTCSL JIJIST MCCIIEOBaHUs 3a1a4yu (5) ONTHMAalIbHOTO YIPAaBJICHUS
AUIsL Citydasi, Korja Bpems mepexopa I, U3 COCTOSHHSL X, B COCTOSHHE X,

3amano 3apaHee. C 1enpro yao0CcTBa U3JI0KEHUS HACTOSIIEH pabOThI TaKxke
chopMynHrpyeM MepBYIO YaCTh 3TON TEOPEMBI.
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Teopema 2. Paccmorpum skoHommueckuir mpomecc (7). Ilycrs
x,,X, € Q] — HayagbHOE M KOHEYHOE COCTOSHHE dKOHOMHYECKOIl CHCTe-

MBI, IPHYEM X, < X, < X, .

Torna Bpems nepexoza U3 COCTOSHUS X, B COCTOSHHE X, IO 3KCTpeMa-

M a,, ..., a, 1 COOTBCTCTBYIOIINC 3HAYCHMNA MHTCIpajia 0J1aroCOCTOSTHUS
YAOBJICTBOPAIOT HCPABCHCTBAM:
I, <T,<.<T,, (10)
J, <J,<..<J,,. (11)

ITycts x,, X, — HHTEpECYIOIINE HAC HAYAJIbHOE M KOHEYHOE COCTOSTHHE

SKOHOMHUYECKO# cuctembl. Paccmotpum obmacts Q) — puc. 2.

Puc. 2

N
3aMeTHM, 4TO Yepe3 CEUeHUs X,, X, IPOXOIAT dKCTpeManu {a,} € Q,

i=1,m (m — moboe 1enoe YucIo).
HamomHuM, 4To 3KCTpeManb a, KacaeTcs cHusy kpyra O, a 9KCTpe-
Mallb @, B CEUYEHHH X, MMEET OOIIyI0 TOYKY C KpHMBOH Y/ (x). OueBuaHO,

YTO BCE DKCTPEMAJIM CEMENCTBA {a,}, MPOXOASAIINE YEPE3 CEUEHHS X, X,,
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— 9TO KpaﬁHHe 9KCTpeMalia a,, a a TAaKXKE HaxXoIAImMHuECa MEXKAY HHUMU

m?

9KCTPEMANH 4, , ..., d

m—1"
B cuny nepaBencts (10) TeopeMbl 2 MUHHMAILHOE BpeMsl TIEpeXo/ia o
JKCTpEMaNAM {a,}, i =1, m W3 COCTOSHMSA X, B COCTOSIHME X, PaBHO I, —

BpPEMCHHU IICpEX0oJa I10 SKCTPpEMAJIN a,, 4 MAKCUMAJIbHOC BPEM: IIEPEX0da U3
COCTOsIHUSL X; B COCTOAHHE X, PABHO Tm — COOTBCTCTBYIOLICC DKCTpEMAJIN

a, . Beenem obosnauenus: 7. =7,, I’ =T . OTKyJa cieayeT oueBUIHAs

max
TeopeMa.

Teopema 3. Eciiu B 3a1aue onTUMalbHOTO yIipaBieHus (5) 3apaHee 3a-
JlaHHO® BpeMst mepexofa 7', M3 COCTOSIHUSL X, B COCTOSIHHE X, YIOBICTBO-

pSAET YCIOBUIO
T, &[Ty s Tou 1 (12)

min > © m;
TO 3a7a4a (5) He UMEET pelIeHusI.

JlokaxkeM CIIEAYIOLIY}0 OCHOBHYIO TEOPEMY JaHHOM CTaTbH, JArOIIYIO
pelieHne 3aJaud ONTHMAJIbHOIO YIPAaBJIEHUS NPU KOHEYHOM, 3apaHee 3a-
JTAHHOM TOPH30HTE MJIAHUPOBAHUS.

Teopema 4. Ecnu B 3aaue onTuManabHOro ynpasieHus (5) A Bpeme-
HU niepexoza 7, W3 COCTOSHUS X, B COCTOSIHHC X, HMECT MECTO BKIIIOUCHHC

T, e[ Ty, T 1. (13)

min > © max
TO pellleHue 3aa4i ONTUMAIILHOTO YIpaBlieHUs (5) CyIIEeCTBYEeT U €IUHCT-
BEHHO.
Jloka3aTenbcTBoO
1°. Brauane pemraem uncieHHo (Hampumep, metogoMm Pynre-Kyrtra IV
MOpsiIKa TOYHOCTH) CHCTEMY YpaBHEHHH (§) ¢ HAa4aIbHBIMU yCIIOBUSMU:

c
Xy =X, —h, wy =, ()= : > 0,)=0. (14)
[B(le)_?’le]

B pesynbrare HaXOAMM MHTETPAIbHYIO KPUBYIO (dKCTpeMallb) a,, BbI-

YUCIIsieM BCe CTpOKH Tadi. 1 mpenpiaymeit crateu [ 1], mHTErpan 6iarococ-
tostHUs. Kpome Toro, B pesynbrare cueta (pUKCHpyeM MOMEHT BpPEMEHH

@, — MOMEHT MPOXOXKICHHUS IKCTPEMAIbI0 d, =X (Y, ¥, ) CedeHus x,, a
TAKKe 3HAYCHUE apIyMEHTa Y/, , IPU KOTOPOM JKCTPeMallb a, MepeceKacT
ceyeHue x,. OUKCHPYeM Tak)Ke MOMEHT BpeMeHu T , IpH KOTOPOM 3KC-
TpeMmallb a, nepecekaer cedenue x,. Ouesunno, umeem 7. =7+6,.

MoskeT oka3aTbCs, 9YTO
Tp:Tmin 1503071 0<Tp—Tmm<gmmp, (15)
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rae T, — 3apaHee 3a7aHHOE Bpems 3a/1a4H (5); & — Hamepe]l BbIOpaHHas

comp

npuemiieMass TOYHOCTb ITPEACTABJICHUA T » B KOMIIBKOTEPC. Torz[a pCHICHUC

cuctembl ypaBHeHMi (8) ¢ rpaHUYHbIMU ycrnoBusiMu (14), Tounee, neBas

yacTh Tabn. 1 padoter [1] mo cronbma T ., X, =X,, HHTErpain oJaro-

min > °°
Tmin
* a
COCTOSTHUS I w (1)” dt — ecTb penrenue 3amadm (5) ¢ 3apaHee 3aJaHHBIM
0

BpeMeHeM nepexoza T, . DTOT ciyyai, KOHEYHO, MaJOBEPOSTEH.

2°. B ToMm ciydae, korga ycioBue (15) He ©MeeT MecTa, CUYMTaeM CHC-
TeMy ypaBHeHMH (8) ¢ HayanbHBIMU ycnoBusaMU (9). B pesynbrare Haxoaum
OKCTpeMallb @, , BRIYUCISAEM CTpOKH Tabin. 1 crareu [1], mHTErpan Omaro-

m?
coctostHus. CorjacHO TIEPBOMY HadalbHOMY YCIIOBHIO (9) 1O 3a/1aHHOM Be-
JUYMHE X, BBIUMCISIEM 3HAu€HHE CONPSHKEHHOW IMepeMeHHoH v, . B pac-

cmarpuBaemoii 3anaue Komu nepemennas @ =0, mostomy 7. =T .

max
Hanomuum, uto 7 — 3TO TOPU30HT IUIAHMPOBAHMS KaXJI0M 3amayu
Komm, 3apaHee He 3alaHHBIM U ONpPEAEIAEMbI K MOMEHTY OKOHYaHHUS pe-
LIEHMS], T. €. 3TO 3HAYEHHE CO 3HAKOM MMHYC pemeHus &(y) BTOpPOro ypas-

x JO0CTUIaCT 3HAUYCHUA X, .
HEHHS CUCTEMBI (& , KOraa 3KCTpEmMalib 1

OrnATh 5k€ MOJKET 0Ka3aThCsl, YTO
r,=r1, wm 0<T -T <¢&,,,.- (16)

max

Torpa pemenue 3agaun Ko (8), (9), 1. e. Tabn. 1 pabots [1], uHTErpan
T

max

6J1ar0COCTOSHUS I w'(¢)* dt — ecTb pelieHHe paccMaTpUBaeMOM 3aj1auu
0

(5) ¢ 3apaHee 3aJlaHHBIM BpeMCHeM Iiepexona 7, . DTOT Ciydail TakKe Ma-
JIOBEPOSITEH.

3°. PaccmoTtpum Haunbosee peasibHy10 CUTYAaLHIO, Korja
T, e ( T..T ) . Beeziem obosHaueHus: a =y, , b=y, . Torna ouesux-

min > © max

HO, 4YTO JUIA J1t00oro v, € (a,b) n x = x, 3anada Kommn
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B(x) -y, x 1

2

mpn y,(x) <y

dx” y=B'(x") vy
av =
B(x)—}/xl—iﬂ// 1 mpu a <y <y,(x) (17)
y—B'(x") 4
g 1

- .
dy y-B'(X") y
y=y,, x=x,, 0=0
OTIpeNIeTIIeT UHTErPATBLHYI0 KPHUBYIO (IKCTpEMaib), UCXOISIIYI0 W3 TOYKH
ylz HUHTCpBAJIa a < l//2 < b, X=X, OKCTpEMaJlb, HAXOAAIIYIOCA MCKAY DKC-
TpemManaMu a, , a,. Kaxnol Touke mHTepBana a <y, <b, x=x, 3amaya

Komm (17) craBuT B 04HO3HAYHOE COOTBETCTBUE BpeMs nepexoaa 7' (y,) no

cootBercTByOMIEH 3kcTpemanu. B kaure JI. C. [lortpsiruna [3] chopmynu-
pOBaHa U JIOKa3aHa MHTErpajibHas TeopeMa O HEMpPephIBHOW 3aBUCHMOCTH
peIIeHusT OT HAaYaJIbHBIX 3HAYEHUH JJISi CHCTEMBI OOBIKHOBEHHBIX I de-
pEeHIMANBHBIX ypaBHeHMH (cM. TeopeMy 14 c. 182—-184). [Ipumensist unte-
rpansHyto Teopemy JI. C. [loHTpsirnuHa O HeNpepbIBHOM 3aBHCHUMOCTH pe-
IIEHHs OT Ha4YalbHbIX 3HaueHui k 3amade Komm (17) npu v, € (a, b), ybe-
KIaeMcsi B HENPEphIBHOCTU (PyHKUMOHANbHOU 3aBucumoctu I'(y,). Co-
riacHo HepaBeHCTBY (10) Teopemsl 2 3aBucumocts 7'(,) €CTh CTPOrO MO-
HOTOHHO YyObIBaromias (yHKOUS Ha OTpe3ke [a,b]. BBemem QyHKIHIO

7(y,)=T(y,)—T,. OueBunno, 9r0 QyHKUMs 7(¥,) TAKKE HENPEPbIBHAS U
CTPOro MOHOTOHHO YObIBaroIas Ha oTpeske v, €[a,b]. Ha puc. 3 npexn-

CTaBJI€HA 3aBUCUMOCTh 7(V/,), TIOJly4YeHHas cepuel pacyeToB 3agaun Komm
(17) nst 5JKOHOMHYECKOM CHCTEMBI, ITapaMeTpPhl KOTOPOM OB TIPUBEIACHBI
B[l T, =5.5.
B cuny panee pacCMOTPEHHBIX JBYX CIIy4aeB HMEEM:
(a)=T,-T7,>0, (b)=T,,-T,<0. (18)
Toraa cornacHo W3BECTHOM TeOpeMe MaTeMaTUYECKOTo aHaJIh3a O MPOX0XK-
JICHUH HeTpepbhIBHONW QyHKIMU 7(y,) Yepe3 Hyjb IPU CMEHE 3HaKOB IpH-

ax

XOJMM K BBIBOJYy, YTO BHYTPH OTpe3ka [a,b] Halijercs Takas Touka &,
3HaueHue QyHKuuM 7(y,) B KOTOpoil paBHO Hymt0 7(&) =0 . Tak kak QyHK-
uus 7(y,) CTpOro MOHOTOHHO yObIBaromas Ha [a, b], To Touka & sBIseTCA
€IMHCTBEHHOM. YTO U 3aBeplIaeT J0Ka3aTeIbCTBO TEOPEMBI 4.
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7 7.5 3 Wy 3.5
Puc. 3

3ameuanue 1. Kopens ypaBHenuss 7(&)=0 (uiau, 94TO TO K€ CaMoe,
T($)=T,) BBIMUCISIICS METOJOM IOJOBHHHOTO JeneHus [4], a Takxke me-

toaoM xopn [5]. CpaBHEHHE CKOPOCTH CXOJMMOCTH METOJIOB IOKa3aHO B
m. 3.

3ameuanue 2. PaccMoTpeHHas 3ajada ONTHUMAJIbHOrO ymnpasieHus (5)
IpH 3aJ[aHHOM 3apaHee BPeMeHH nepexona 7, M3 COCTOSIHUS X, B COCTOsI-
HHE X, SIBJISETCSI BHYTPEHHE HMPOTUBOPEUUBOM, KOMIpoMmHcCHOH. Tak, u3
HepaBeHcTBa (10) Teopembl 2 clieAyeT, 4TO HauMEHbIIEe BpeMs Mepexoja
T, mOCTHraercst O SKCTPEMAIU d,, OJJHAKO NPH 3TOM U LENEBOH (yHK-
MOHAT — (PyHKIMOHAN 0J1aroCOCTOSIHUS OOIIECTBA — BIOJb SKCTPEMAIH a,
OyZeT MUHUMAJIbHBIM, 4TO ciexyeT u3 HepaBeHCTB (11) Teopemsr 2.

C npyroii ctopoHsl, HauboJblIee BpeMs IEPEX0oia U3 COCTOSIHUS X, B
COCTOSIHME X, MMEET MECTO IO IKCTPEMANHU a, , IPU 3TOM HHTErpai Oyaro-
COCTOSIHUSI BJOJIb OKCTPEMAIIH @, JOCTUTaeT HauOOJbLIEro 3HAaUCHHUS.

[ToaTOMy KOMIIPOMUCC COCTOUT B BHIOOpE MPUEMIIEMBIX BETUYHUH UHTE-
rpaia 0JaroCOCTOSIHUSI U BPEMEHH JOCTH)KEHHs (a30BOM MEepeMEHHOW x
3HAYEHUS X, .

3ameuanue 3. [IpuxoauTcs cTalKUBaThCS C TEM MHEHHEM, YTO B pac-
CMaTpUBAEMOH 3ajjaue ONTUMAJIBHOE YIPABIEHUE — ATO ABUKEHHE IO IKC-
TpeMalu a,, JOCTUTaIOIEe MAlyl0 OKPECTHOCTh /i CHHTYJISIDHOM TOYKH

V., X,, B OKPECTHOCTHU KOTOpOfI Ha4YHNHaACTCA paBHOBeCHLIﬁ TEMII pOCTa

s
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pa3MepHBIX MaKPOIKOHOMHUYECKHUX MapaMeTpoB MO SKCHOHEHIMATbHON 3a-
BUCUMOCTH. OZIHAKO AJTUTENbHOE MpeObIBaHNEe SKOHOMUYECKOH CHCTEMBbI Ha
CTAallMOHAPHBIX TPACKTOPHSIX COATAHCHPOBAHHOTO POCTa (B /1 -OKPECTHOCTH
ocoOoit Touku (y/,, X,)) MaJo ONpaBJaHO, T. K. 3a BpeMs ~ 30 jeT Moryr
OBITH IMOJTyueHbl 3HAYUTENIbHBIE PE3yJbTaThl B HAYYHO-TEXHUYECKOM IPO-
rpecce U MOTYT TOSIBUTHCS HOBBIE OoJiee 2(()EKTUBHBIE TEXHOIOTHH, KOTO-
pble HE YYUTHIBAIOTCS B MaTEMaTHMYeCKOW MOJENU MPOU3BOICTBEHHOTO
nporecca.

3. UnciaeHHbIe MCCae10BaHUuA

CnenaeM 1Ba IpeaBapUTEIbHBIX 3aMEYAHUS.
3ameuanue 1. [Ipu oTbickaHuu KOpHS & ypaBHEHUS

t(w,)=T(y,)-T,=0 (19)
METOAOM ITOJIOBHUHHOI'O ACJICHUA C Hanepeﬂ BBI6paHHOﬁ TOYHOCTBIO & HpO—

oecC ACICHUA IIOIOJIaM HNPOAO0JDKACTCA A0 TEX IMOpP, IIOKa JJIMHA OTPE3Ka
b —a, CTAaHCT MCHbLIIC 2¢. TOFI[a CCpCAHA TIOCICAHETO OTpE3Ka

n
1
<g&. Jlma KOHTPONsS BBIBOAWIOCH TAaKXKE 3HAYCHHUE

E(an +b,)-&

1
T(E((Z” +bn) .
Meto MOJIOBUHHOTO AETEHUS OYeHb HMPOCT U HAJEKEH: K IMPOCTOMY

KOPHIO OH CXOAUTCS AJISl IFOOBIX HENpPEepbIBHBIX QyHKIMH 7(y,), B T. 4. U

Heau(pepeHIrnpyeMbIX.
3ameuanue 2. Metona xopJ

n+l n (b - l/lzj T(l/lz)
1/12:‘//2_ n n=0,1,... (20)
z(b)-7(y,)
0

v,=a

n
MIPUBOAUT K IIOCIICAOBATCIBHOCTHU HpHGJII/I)KeHHI)IX pGHIGHI/Iﬁ {l/l2 },

n=0,1,.., CTpeMsSIUXCSA K KOPHIO .
B namem ciyyae ¢GyHKIMOHAIbHAS 3aBHCHUMOCTH, YCTaHABIMBAIOIIA
Ka)XKJIOMY 3HA4YE€HUIO Y, €[a,b] 3HaueHne 7(y,), peanusyeTcs IOBOJIBLHO

CJIOKHBIM OIIEpaTOPOM — YHCICHHBIM penteHueM 3amaaun Komm (17) mo mo-
MEHTa JOCTIDKCHHsI PacCUMTBIBAEMOM JKCTpeMmaiblo x =x'(y,y,) cede-

HUA x,. Ilo3ToMy BONpOC O BBIYUCIEHMU MPOU3BOJHON 7(Y,) IOBOJIBHO
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ONTUMAJILHOE YIIPABJIEHUE JUHAMUKOM — U
PETMOHAJIBHOM YKOHOMHYECKON CUCTEMBI BECTHHK TOTY. 2006. Ne2 (3) g
ITPU 3AJIAHHOM I'OPU3OHTE ILTAHAPOBAHUS

IPOMO3JKUI U HaXOAUTCS B CTOPOHE OT OCHOBHOIO MpeaMeTa HcClel0Ba-
HUSL.
CxoIuMOCTh METO/1a XOp/1 K KOPHIO & OLIEHMBAIach 110 KPUTEPUIO

n+l n

vV, V¥,

- <&, (21)
v,
T &, — MaJoe, Hamepe/ 3aJaHHOe YUCIIO. JInst KOHTPOJIS PaCCYUTHIBAIIOCH

n+l

TaKxe 3HaueHue 7(y ,) .

B Tabnune mpencraBieHbl pe3yabTaThl BHIYUCICHUS KOPHS YPaBHEHUS
(19) nost 3navenwii 7, , paBHbIX 5, 5.5, 6 et 1 6.3 roza.

Pe3yabTarhl pacueron

T,=5 T,=55
HUrepa- " HUrepa- "
mn V> (meton ynlz (MeTox mu V2 (meton l/n/2 (mMeTox
TIOJIOBHH. HOJIOBHH.
JIEJICHUST) xopx) JIEJIeHU) xopx)

1 7.739522 8.215444 1 7.739522 7.837927

2 8.028448 8.144071 2 7.450596 7.625530

3 8.172911 8.149141 3 7.595059 7.692888

4 8.100680 4 7.667291 7.671643

5 8.136795 5 7.703406 7.678360

6 8.154853 6 7.685348 7.676235
7 8.145824 7 7.676320
8 8.150339 8 7.680834
9 8.148082 9 7.678577
10 8.149210 10 7.677448
11 8.148646 11 7.676884
12 8.148928 12 7.676602
13 8.148787 13 7.676743
14 8.148858 14 7.676672

(v,) -0.000049 -0.000285 (v,) 0.000101 0.000665
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gf.‘ BECTHHK TOTY. 2006. Ne 2 (3) Byarakos B. K., Crpurysos B. B.

Oxonuanue mabauyvl

T,=6 T,=63
HUrepa- " HUrepa- "
1185054 ¥ (meton l/n/2 (MeTon 4185054 V> (meton l/n/ , (Meton
MOJIOBUH. MOJIOBUH.
JeTICHN) xopx) JIeTICHHS) xopx)

1 7.739522 7.460410 1 7.739522 7.233900
2 7.450596 7.293733 2 7.450596 7.182887
3 7.306133 7.386695 3 7.306133 7.218895
4 7.378365 7.334871 4 7.233902 7.193465
5 7.342249 7.363768 5 7.197786 7.211431
6 7.360307 7.347649 6 7.215844 7.198742
7 7.351278 7.356634 7 7.206815 7.207702
8 7.355792 7.351629 8 7.202300 7.201370
9 7.353535 7.354417 9 7.204557 7.205849
10 7.352406 7.352869 10 7.203429 7.202683
11 7.352971 7.353725 11 7.203993 7.204916
12 7.353253 12 7.203711 7.203343
13 7.353394 13 7.203852 7.204453
14 7.353464 14 7.203923 7.203664

(v,) -0.000069 -0.000564 (v,) 0.000149 0.000727
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УДК 338:001.891.573


( В. К. Булгаков, В. В. Стригунов, 2006


Оптимальное управление динамикой 
региональной экономической системы 
при заданном горизонте планирования


Булгаков В. К. – д-р физ.-мат. наук, проф. кафедры «Программное обеспечение вычислительной техники и автоматизированных систем»;
Стригунов В. В. – аспирант кафедры «Программное обеспечение вычислительной техники и автоматизированных систем» (ТОГУ)


Рассматривается задача оптимального управления динамикой экономической системы региона для заранее заданного горизонта планирования, дается решение краевой задачи оптимального управления и соответствующих ему оптимальных траекторий.


The problem of optimal controlling the dynamics of the regional economic system under the set horizon of planning is considered, solving  the  regional problem of optimum control and optimum trajectories corresponding them is  given

Для решения задачи оптимального управления динамикой региональной экономической системы для случая, когда горизонт планирования заранее задан, используем в качестве основы результаты предыдущей статьи [1].


1. Постановка задачи


Представим область допустимых значений функции управления как замкнутое множество
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 – заранее заданный горизонт планирования, 
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Рассмотрим задачу об отыскании оптимального управления 
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 макроэкономической системы региона в следующем смысле:


найти управление 
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, которое переводит систему
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из начального фиксированного состояния 
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 в конечное фиксированное состояние 
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принимает максимальное значение.


Математическая постановка задачи имеет вид:
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Отметим, что в отличие от задачи, рассмотренной в [1], в данной задаче (5) время 
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 заранее задано. Предположим также, что 
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2. Решение краевой задачи оптимального управления


Согласно леммам 1, 2 работы [1] рассмотрим в плоскости 
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 (рис. 1), ограниченную интегральной кривой 
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, касающейся снизу круга 
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 и горизонтальным отрезком 

[image: image24.wmf]AA


¢


, находящемся на уровне 
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Рассмотрим экономический процесс, оптимальная фазовая и сопряженная переменные 
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 которого описываются системой уравнений:
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Рис. 1


Рассмотрим также следующую эквивалентную системе (6) систему уравнений, в которой в качестве независимой переменной взята сопряженная переменная 
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, а в качестве функций – фазовая переменная 
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В работе авторов [1] доказана теорема 3, дающая решение задачи оптимального управления для конечного горизонта планирования, заранее не заданного. В ней рассмотрены два случая. Случай А: 
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. Для удобства дальнейшего изложения ниже сформулируем первую часть этой теоремы – случай А, для которого ниже решается задача об оптимальном управлении при заданном заранее времени перехода 
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Теорема 1. Рассмотрим экономический процесс, описываемый системой уравнений (7). Пусть 
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 – точки начального и конечного состояния системы 
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. Тогда решение задачи оптимального управления для заранее не заданного времени перехода определяется задачей Коши
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с начальными условиями:
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В работе авторов [2] доказана теорема 2, первая часть которой нам понадобится для исследования задачи (5) оптимального управления для случая, когда время перехода 

[image: image53.wmf]p


T


 из состояния 

[image: image54.wmf]1


x


 в состояние 

[image: image55.wmf]2


x


 задано заранее. С целью удобства изложения настоящей работы также сформулируем первую часть этой теоремы.


Теорема 2. Рассмотрим экономический процесс (7). Пусть 

[image: image56.wmf]1


x


,

[image: image57.wmf]21


x


+


ÎW


 – начальное и конечное состояние экономической системы, причем 
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Тогда время перехода из состояния 
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 и соответствующие значения интеграла благосостояния удовлетворяют неравенствам:
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Пусть 
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 – интересующие нас начальное и конечное состояние экономической системы. Рассмотрим область 
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Рис. 2


Заметим, что через сечения 
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Напомним, что экстремаль 
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В силу неравенств (10) теоремы 2 минимальное время перехода по экстремалям 

[image: image86.wmf]{}


i


a


, 

[image: image87.wmf]1,


im


=


 из состояния 

[image: image88.wmf]1


x


 в состояние 

[image: image89.wmf]2


x


 равно 

[image: image90.wmf]1


T


 – времени перехода по экстремали 
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, а максимальное время перехода из состояния 

[image: image92.wmf]1


x


 в состояние 

[image: image93.wmf]2


x


 равно 

[image: image94.wmf]m


T


 – соответствующее экстремали 

[image: image95.wmf]m


a


. Введем обозначения: 
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. Откуда следует очевидная теорема.

Теорема 3. Если в задаче оптимального управления (5) заранее заданное время перехода 
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то задача (5) не имеет решения.


Докажем следующую основную теорему данной статьи, дающую решение задачи оптимального управления при конечном, заранее заданном горизонте планирования.


Теорема 4. Если в задаче оптимального управления (5) для времени перехода 
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то решение задачи оптимального управления (5) существует и единственно.


Доказательство

1º. Вначале решаем численно (например, методом Рунге-Кутта IV порядка точности) систему уравнений (8) с начальными условиями:
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В результате находим интегральную кривую (экстремаль) 
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где 
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 – есть решение задачи (5) с заранее заданным временем перехода 
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Тогда решение задачи Коши (8), (9), т. е. табл. 1 работы [1], интеграл благосостояния 
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 – есть решение рассматриваемой задачи (5) с заранее заданным временем перехода 
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определяет интегральную кривую (экстремаль), исходящую из точки 
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Тогда согласно известной теореме математического анализа о прохождении непрерывной функции 
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Рис. 3


Замечание 1. Корень уравнения 
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) вычислялся методом половинного деления [4], а также методом хорд [5]. Сравнение скорости сходимости методов показано в п. 3.


Замечание 2. Рассмотренная задача оптимального управления (5) при заданном заранее времени перехода 
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 является внутренне противоречивой, компромиссной. Так, из неравенства (10) теоремы 2 следует, что наименьшее время перехода 
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С другой стороны, наибольшее время перехода из состояния 
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, при этом интеграл благосостояния вдоль экстремали 
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Поэтому компромисс состоит в выборе приемлемых величин интеграла благосостояния и времени достижения фазовой переменной 
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Замечание 3. Приходится сталкиваться с тем мнением, что в рассматриваемой задаче оптимальное управление – это движение по экстремали 
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, в окрестности которой начинается равновесный темп роста размерных макроэкономических параметров по экспоненциальной зависимости. Однако длительное пребывание экономической системы на стационарных траекториях сбалансированного роста (в 
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 лет могут быть получены значительные результаты в научно-техническом прогрессе и могут появиться новые более эффективные технологии, которые не учитываются в математической модели производственного процесса.

3. Численные исследования


Сделаем два предварительных замечания.


Замечание 1. При отыскании корня 
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методом половинного деления с наперед выбранной точностью 
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 процесс деления пополам продолжается до тех пор, пока длина отрезка 
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Метод половинного деления очень прост и надежен: к простому корню он сходится для любых непрерывных функций 
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Замечание 2. Метод хорд
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приводит к последовательности приближенных решений 
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В нашем случае функциональная зависимость, устанавливающая каждому значению 
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, реализуется довольно сложным оператором – численным решением задачи Коши (17) до момента достижения рассчитываемой экстремалью 
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Сходимость метода хорд к корню 
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где 
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 – малое, наперед заданное число. Для контроля рассчитывалось также значение 

[image: image218.wmf]1


2


()


n


ty


+


.


В таблице представлены результаты вычисления корня уравнения (19) для значений 
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