
 

81 

ТЕХНИЧЕСКИЕ НАУКИ 

УДК 624.074.1:681.3 
 
 

 И. А. Бегун, В. Г. Яцура, 2010 
 
 
О РЕАЛИЗАЦИИ АЛГОРИТМА РАСЧЕТА  
СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ  
С ОДНОСТОРОННИМИ СВЯЗЯМИ 
 
 
Бегун И. А – асп. инженер, e-mail: sm-Begunia@yandex.ru (НПО «СПЕЦМОСТ»); Яцу-
ра В. Г. – инженер кафедры «Мосты, основания и фундамены», e-mail: 
most@dvadi.khstu.ru (ТОГУ) 
 
 

Приводится описание программного комплекса «КАКТУС», предназначен-
ного для выполнения расчетов плоских стержневых систем произвольной 
структуры. Дается краткое описание таблиц исходных данных, обсуждают-
ся вопросы разработки комплекса. Помимо расчета обычных стержневых 
систем, программа позволяет рассчитывать системы при наличии односто-
ронних связей. Программный комплекс разработан как открытая система. 
 
The “CACTUS" program complex designed for estimation of flat rod systems of 
arbitrary structures is described. A brief description of tables for initial data is 
given. Besides the calculation of ordinary rod systems, the program can compute 
systems with unilateral constraints. The program complex has been developed as 
an open system. 
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ботки. 
 

«Применение вычислительных машин для расчета привело к возникно-
вению совершенно новой взаимосвязи теории и моделей: теория, записанная 
в виде программы ЭВМ, представляет собой  и теорию, и, при реализации ее 
на ЭВМ, некоторую модель, к которой эта теория применяется [1].» Эта 
мысль Дж. Вейценбаума, ставшая сегодня почти тривиальной, продолжает 
заставлять заниматься разработкой программ для ЭВМ. Вопросы разработки 
программ расчета стержневых систем остаются актуальными, несмотря на то, 
что существует множество готовых программ для расчета конструкций; на-
пример: ЛИРА, СКАД, СТАРК и др. Это обосновано тем, что разработчик 
готовой программы не может в одной разработке охватить все возможные 
случаи расчетных схем, могущих встретиться в практике проектирования. 
Кроме того, все промышленные программные комплексы недоступны для 
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модификации – отсутствуют исходные тексты программ. Пользователь, рабо-
тающий с программой, если он лишен доступа к тексту на исходном языке, 
взаимодействует лишь с интерфейсом, оставленным для него создателем про-
граммы. «КАКТУС» разрабатывается как открытая система. 

Важным является вопрос о выборе метода, подлежащего реализации. 
Уместно здесь упомянуть книгу А. П. Синицына [2], посвященную обсужде-
нию МКЭ и традиционных методов строительной механики: метода сил, ме-
тода перемещений и смешанного метода. «Иногда считают, что метод конеч-
ных элементов в том виде, каким его применяют для решения плоской зада-
чи, является каким-то самостоятельно новым методом, открытым совсем не-
давно. Согласиться с таким мнением нельзя, так как основная идея этого ме-
тода полностью отвечает общим методам строительной механики, в которых 
взамен сложной рассчитывается другая, преобразованная система, которая 
получается из заданной одним из трех способов: путем отбрасывания связей 
(способ сил), добавлением связей (способ перемещений) или путем того и 
другого; тогда получается смешанный способ А. А. Гвоздева [2]». В книге [2] 
рассмотрено решение многих сложных интересных задач. 

Начальный период автоматизации расчетов часто сводился к переложе-
нию на ЭВМ, хорошо разработанных  до машинной эпохи, приемов решения 
статических задач строительной механики, что отражено в известной литера-
туре [3, 4]. Здесь важно было правильно выбрать основную систему так, что-
бы можно было отобразить, возможно, больше вариантов расчетных схем. 
Такую возможность предоставляет основная система смешанного метода, в 
которой во всех жестких узлах устраняются линейные и угловые смещения, а 
стержни освобождаются от жестких заделок по концам (если они имеются) и 
на одном из концов от продольной связи. В стержне в общем случае при уст-
ранении связей возникают три неизвестных усилия: два концевых момента и 
концевая продольная сила. Аналогичный вариант выбора основной системы 
приводит Р. А. Резников [4] на основе предложенного им условно-
экстремального принципа. Хорошей особенностью работы П. М. Сосиса [3] 
является то, что в ней, наряду с описанием обычной математической поста-
новки задач, приводятся исходные данные для программ и их тексты на алго-
ритмическом языке. Использован АЛГОЛ-60. Действенные, работоспособные 
программы, созданные на PL-1, для решения стержневых и континуальных 
систем приведены в работе [5], составлены В. И. Мяченковым. 

Становление метода конечных элементов можно проследить по источни-
кам [6, 7]. Очень интересные примеры решения задач на FORTRAN даются в 
[7]. ЭВМ были столь маломощные, что промежуточные результаты выводи-
лись на перфокарты для дальнейшего использования, так как не помещались 
в оперативной памяти. 

Рассмотрим раму рис. 1. При описании общей схемы постановки и ре-
шения задачи будем следовать работе А. Р. Ржаницына [8] и ее последующе-
го развития [9]. В соответствии с принятым в работе [8] подходом, решая ста-
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тически неопределимую задачу, рассмотрим три стороны задачи: статиче-
скую, геометрическую и физическую. 

 
Рис. 1. Расчетные схемы рам: А – рама с обычными узлами; 

Б – рама с узлом конечных размеров 

 
Обозначим: 

  – вектор неизвестных концевых усилий стержней, компонентами ко-

торых для k-го стержня являются два момента концевых 1
k , 2

k  и про-

дольная сила 3
k ; 

u  – вектор узловых неизвестных, компонентами которых для каждого 

узла являются два линейных перемещения xu , yu  и одно угловое u ; 

  – вектор деформаций стержней, составленный из компонентов – 1
k , 

2
k , 3

k , соответствующих принятым концевым усилиям 1
k , 2

k , 3
k  для 

каждого из стержней; 

uL  – матрица реакций, компонентами которой являются реакции в уз-

лах по направлениям перемещений узлов i  и j , соответствующих началу 

стержня – x
ir , y

ir , 
ir , и его концу x

jr , y
jr , 

jr  от единичных значений 

концевых усилий стержней; 

uL  – матрица деформаций, компонентами которой являются перемеще-

ния по направлениям концевых деформаций 1
k , 2

k , 3
k  стержней, вы-

званные единичными значениями перемещений узлов x
iu , y

iu , 
iu – в нача-

ле стержня и в его конце x
ju , y

ju , 
ju ; 

F  – матрица податливости, компонентами которой являются единичные 

деформации стержней в направлении деформаций 1
k , 2

k , 3
k , соответст-

вующие принятым концевым неизвестным 1
k , 2

k , 3
k ; 

P  – вектор, компоненты которого узловые внешние силы; 

p  – вектор местных деформаций элементов от внешней нагрузки. 

А 
Б 
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В соответствии с принятыми обозначениями запишем, как в [8, 9], раз-
решающие уравнения для всей системы в целом. 

Уравнения равновесия 

uL  + P = 0.     (1) 

Геометрические уравнения 

uL u + = 0.     (2) 

Физические уравнения 

 + F  + p = 0.     (3) 

Физические уравнения имеют блочно-диагональную структуру, вклю-

чающие блоки kf  размером (3 3), соответствующие стержням рассчиты-

ваемой системы. Уравнения равновесия имеют также блочную структуру: 
включает блоки размером (6 3), соответствующие стержням рассчитывае-
мой системы. Физические уравнения тоже блочной структуры: включает бло-
ки размером (6 3), соответствующие стержням рассчитываемой системы. 

Замечательным свойством матриц uL  и uL  является их взаимность  

uL = - Т
uL  .     (4) 

Это многомерный случай известной в строительной механике теоремы о 
взаимности реакций и перемещений. В работах [8,9] соотношение  (4) А. Р. 
Ржаницын называет «принцип двойственности» статических и геометриче-
ских уравнений. Указанный принцип позволяет эффективно организовать 

вычисления в ЭВМ: вычисляется матрица Т
uL  , а матрица uL  строится на ос-

новании и соотношения (4). Это и формальный признак непротиворечивости 
разрешающих уравнений. 

Уравнения (1)-(3) можно решать непосредственно. На практике ее реша-
ют блочно, получая систему уравнений смешанного метода, имеющую суще-
ственно меньшую размерность, чем исходная система. На первом блочном 
шаге с помощью физических соотношений из геометрических уравнений ис-

ключается вектор деформаций  . При этом получим систему уравнений 
смешанного метода 

  = F   + uL u  + p  = 0 ;   (5) 

R  = uL   + 0u  + P  = 0 .   (6) 

Умножив (5) слева на 1F  – матрицу, обратную к матрице податливости 

F , найдем  вектор  : 

  + 1F uL u  + 1F p  = 0 .    (7) 

Подставив выражение   в (6), получим канонические уравнения метода 

перемещений относительно неизвестных перемещений u : 

- uL 1F uL u  – uL 1F p  + P  = 0 .  (8) 
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Решая (8), получаем окончательно первые неизвестные – вектор переме-

щений узлов u . Вектор концевых усилий   получим, подставив найденный 

вектор u  в (7). 
С появлением полной системы (1)–(3) разрешающих уравнений теория 

расчета статически неопределимых систем приобрела теоретическую завер-
шенность. В канонических формах основных методов расчета скрытыми ока-
зываются три стороны задачи: статическая, геометрическая и физическая. 

Так как матрица податливости F – блочно-диагональная, нет необходи-
мости всю ее хранить в памяти ЭВМ; обращение осуществляется блоками с 

квадратными матрицами kf  размером (3 3), соответствующим стержням 

конструкции по мере формирования матриц. Матрица uL  также не хранится 

целиком в памяти ЭВМ. Формируется и хранится только блок размером 

(6 3), относящийся к одному стержню. Матрицу uL  вообще не нужно фор-

мировать отдельно. Она получается на основе соотношения двойственности 

(4). Полностью хранится матрица uL 1F uL . Она формируется из блоков с 

накоплением результатов по мере обработки информации о стержнях конст-
рукции и получении матрицы жесткости стержня. В описываемом алгоритме 
легко учитываются шарнирные условия закрепления стержней. В этих случа-

ях размерность матрицы податливости стержня kf  и матрицы равновесия 

стержня u
kL  уменьшается. 

Составим матрицу равновесия и матрицу податливости для жестко за-
щемленного с обоих концов k -го стержня. 

Матрица u
kL  равновесия стержня: 

u
kL =































010

//

//

001

//

//









SinlCoslCos

CoslSinlSin

SinlCoslCos

CoslSinlSin

  (9) 

Матрица kf  податливости стержня: 

kf  = 





















EAl

EJlEJl

EJlEJl

/00

03/6/

06/3/

   (10) 

В программной реализации легко учитываются наличие шарнирных уз-
лов и шарнирные условия примыкания стержней. Для шарнирного узла в 
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матрице u
kL  стержня должны быть вычеркнуты один или два столбца, соот-

ветствующие переменным 1
k  и (или) 2

k , Для шарнирных узлов i , j  так-

же вычеркиваются и строки (третья, шестая) соответствующие неизвестным 


iu  и (или) 

ju . В матрице податливости стержня kf  также вычеркиваются 

столбцы и строки, соответствующие переменным 1
k , 1

k , и (или) 2
k , 

2
k , при шарнирном прикреплении стержня к узлу. 

В расчетной схеме могут присутствовать так называемые узлы конечных 
размеров (рис. 2). Здесь стержни прикрепляются по концам с эксцентрисите-

тами iX , iY , jX , jY . По рис. 2 легко записать необходимые выраже-

ния для матрицы u
kL : 

u
kL =



















































SinXCosY
l

Cos
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Y

l
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X
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Sin
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X

l

Sin
Y

SinlCoslCos

CoslSinlSin

jjjjjj

iiiiii

1

//

//

1

//

//

 

Если эксцентриситеты X , Y равны нулю, то последние формулы для 

вычисления u
kL  переходят в формулы (9).  

 

 
Рис. 2. К вычислению матрицы равновесия стержня, 

примыкающего к узлам конечных размеров 
 

Базовый уровень программной реализации характеризуется минималь-
ными сервисными возможностями. Табличные исходные данные представле-
ны четырьмя таблицами. УЗЛЫ – задаются координаты узлов, матрица ин-

i1 

 

i1 

j1 

j1 

 

1iY
 

1iX
 

1jY
 

1jX
 

x
jR 1  

y
jR 1  

x
iR 1  

y
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1iR  

x
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y
iu  
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x
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y
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дексов, указывающая нумерации неизвестных, тип узла – жесткий или шар-
нирный. ЭЛЕМЕНТЫ – задаются номера строк в таблице УЗЛЫ, указываю-
щие узлы, относящиеся к стержню, жесткость на растяжение и жесткость на 
изгиб. ОПОРЫ – перечисляются номера  узлов  (строк таблицы УЗЛЫ), 
имеющие закрепления от перемещений (возможные типы опор отображены 
на рис. 3). УЗЛОВЫЕ НАГРУЗКИ – перечисляются силы, приложенные 
вдоль координатных осей, и моменты, приложенные к узлам.  

 
Рис. 3. Схемы и типы опор 

 

В таком варианте программный код, реализующий вычислительную 
часть, содержит около 180 строк на языке FORTRAN (используется система 
Fortran 90 (Developer Studio)). В таком простейшем виде программа требует 
особого внимания при подготовке исходных данных. Особенно трудоемка 
операция по подготовке матрицы индексов, которая реально является осно-
вой автоматизации сложных расчетов [7, 10]. Матрица индексов имеет коли-
чество строк по числу узлов системы и три столбца и содержит номера неиз-
вестных в узлах соответственно: неизвестное вдоль оси X , неизвестное 
вдоль оси Y  и неизвестное соответствующее повороту узла. Если неизвест-
ное отсутствует, то в соответствующем столбце проставляется ноль. Со всеми 
подробностями использования матрицы индексов можно познакомиться по 
источнику [10]. В качестве иллюстрации отобразим матрицу индексов к рас-
четной схеме, представленной на рис. 4. 

 

«Имя» узла Вдоль оси X  Вдоль оси Y  Поворот 

100 0 0 0 
-80 0 0 0 
20 15 13 14 
50 12 10 11 
40 3 1 2 
-30 6 4 5 
60 15 13 0 
7 9 7 8 
9 0 0 16 

Тип 0      Тип 1     Тип   2     Тип  3     Тип    4     Тип    5 

Тип  6 
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Рис. 4. К описанию матрицы индексов: А – обозначения узлов; 

Б – нумерация неизвестных в узлах 
 

Следующий уровень автоматизации связан с развитием исходных дан-
ных и созданием процедур (модулей) переработки исходных данных во внут-
реннее представление и контроля данных на формальную непротиворечи-
вость. Для узлов вводится понятие «имя узла» – произвольное уникальное 
для каждого узла целое число, матрица индексов исключается из исходных 
данных и формируется в программе автоматически на основе данных о типе 
узлов и типе опорных узлов (типы опор, используемые в программе, показа-
ны на рис. 3). По рис. 2 можно понять, какие перемещения связанных узлов 
одинаковы, а какие – происходят независимо. Для элементов конструкции 
также вводится «имя» – уникальное целое число. Вводится дополнительная 
таблица – «КАТАЛОГ СЕЧЕНИЙ». В таблице «ЭЛЕМЕНТЫ» вместо непо-
средственного указания характеристик поперечных сечений задается имя со-
ответствующего сечения из таблицы «КАТАЛОГ СЕЧЕНИЙ». В процессе 
контроля и переработки исходных данных названия узлов, стержней, типов 
сечений, номеров загружений заменяются указателями на номера строк соот-
ветствующих таблиц. 

Широкие возможности для отображения расчетных схем предоставляет 
таблица «СВЯЗАННЫЕ УЗЛЫ», с помощью которой отображаются случаи 
совместных и независимых перемещений узлов. Схемы связанных узлов и их 
типы представлены на рис. 5. 

Вводится таблица «УЗЛЫ КОНЕЧНЫХ РАЗМЕРОВ», в которой допол-
нительно перечисляются узлы, обладающие свойствами узлов, изображенных 
на рис. 2. Узлы конечных размеров – тела бесконечно большой жесткости. 
Для них матрица равновесия вычисляется по формулам (11).  

При составлении матрицы индексов вручную особенности расчетных 
схем, отражаемых с помощью таблицы «СВЯЗАННЫЕ УЗЛЫ», учитываются 
элементарно. Программная реализация создания в памяти ЭВМ матрицы ин-
дексов при наличии связанных узлов – нетривиальна. 
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СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ  
С ОДНОСТОРОННИМИ СВЯЗЯМИ 
 

 
Рис. 5. Схемы и типы связанных узлов 

 
Описание нагрузок расширено за счет таблицы «ПРОЛЕТНЫЕ 

НАГРУЗКИ». Это позволяет при наличии нагрузки на стержне между конце-
выми узлами не вводить в табличное описание расчетной схемы дополни-
тельные узлы. 

Наконец, возможно описание односторонних опор и односторонних 
стержней. Введены таблицы «ОДНОСТОРОННИЕ ОПОРЫ» и 
«ОДНОСТОРОННИЕ СТЕРЖНИ». Это позволяет описывать и рассчитывать 
системы с односторонними связями. Для выявления «рабочей схемы» – схе-
мы включения связей – применяется метод решения задачи о дополнительно-
сти. 

На следующем уровне программное обеспечение расширено за счет 
предпроцессорных средств – графического отображения исходных данных и 
постпроцессорных средств отображения результатов расчета. В рассмотрен-
ной версии программы «КАКТУС» ее графические возможности реализованы 
в системе Visual Basic 6. Однако некоторые соображения приводят к мысли 
использовать в дальнейшей работе над программой для этих целей возмож-
ности AutoCad. 
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