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Вариационные задачи минимизации недифференцируемых функционалов 
часто возникают в задачах механики, учитывающих трение. Конечноэле-
ментная аппроксимация таких задач приводит к конечномерной выпуклой 
задаче негладкой оптимизации [1, 2]. Стандартные подходы к решению та-
ких задач рассмотрены в [3, 4, 5]. В данной работе исследуется метод ре-
шения полукоэрцитивной задачи с заданным трением, позволяющий сгла-
живать вспомогательный функционал на каждом шаге итерационного про-
цесса. 
 
Variational problems of minimization of non-differentiable functionals often ap-
pear in mechanics problems which include friction. The finite-element approxi-
mation of these problems leads to the finite-dimension convex problem of a non-
smooth optimization [1], [2]. Standard ways of solving these problems are con-
sidered in [3], [4], [5]. A solution technique of the semicoercive problem with set 
friction that allows one to smooth an auxiliary functional at every iterative proc-
ess step is investigated. 

 
Ключевые слова: функционал, седловая точка, итеративная регуляризация, 
триангуляция, конечные элементы, трение. 
 

1. Постановка задачи. Функционалы Лагранжа 
Рассмотрим задачу 

 

2

1
2

1
( ) min

2
J v v d fvd g v d

v W

  


       


  

  
                  (1) 

Здесь 2R  – ограниченная область с достаточно регулярной границей Г, 

2 ( )f L  , ( )g L   – заданные функции, 0g   на  . Функционал в (1) 
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не является сильно выпуклым в  1
2W   и поэтому задача разрешима не при 

всех f  и g . Однако если выполнено условие 

0
Г

gdГ fd


    ,                                         (2) 

то задача (1) имеет решение [6]. При условии, что решение u  задачи принад-

лежит классу  2
2W  , оно единственно [7]. Легко видеть, что задача (1) рав-

носильна задаче [8, 9] 

   

2

1
2 2

1
( , ) min

2

0 , , ( )

J v w v d fvd g v w d

w на v w W L

  


        


      

  
           (3) 

На пространстве  1
2 2 2( ) ( )W L L      введем классический функционал 

Лагранжа 

( , , ) ( , )L v w l J v w lwd


   . 

Определение 1. Точка  * * * 1
2 2 2( , ; ) ( ) ( )v w l W L L       называется седло-

вой, если 
* * * * * * 1

2 2 2( , ; ) ( , ; ) ( , ; ) ( , ; ) ( ) ( ) ( )L v w l L v w l L v w l v w l W L L         . 

Покажем, что пара  * *,v w  является решением задачи (3). Действительно, из 

левого неравенства для седловой точки вытекает, что * 0w  . Тогда из право-
го неравенства следует 

 

* * * * * * *

, ,0
( , ) ( , ) min ( , ) min ( ,0) min ( )

v w v v
J v w J v w l w d J v w l wd J v J v

 

 
        

 
 

 

Тем самым    * * *, ,0v w v  является решением задачи (3). Если элемент 

 * 2
2v W  , то он единственный [7]. Введем функционал 












 



иначе

наmwеслиdm
r

lmdwvJ
mlwvK

,

,
2

),(
),;,(

2

 

Следуя [8, 10, 11], определим модифицированный функционал Лагранжа 

2( , ; ) inf ( , ; , ) ( , )
2m

r
M v w l K v w l m J v w lwd m d

 

       . 

Имеем 

. 
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, , ,

2 2

,

inf ( , ; ) inf inf ( , ; , ) inf inf ( , ; , )

inf inf ( , ) inf inf ( , ) .
2 2

v w v w m m v w

m v w m v

M v w l K v w l m K v w l m

r r
J v w lmd m d J v m lmd m d

   

  

   
            

   
   

 
Введем функцию чувствительности [8] 

( ) inf ( , )
v

m J v m                                           (4) 

Очевидно, что при условии (2), при любом фиксированном 2 ( )m L   спра-

ведливо 

( , )J v m    при 
 1

2W
v


   

Поэтому задача (4) разрешима для 2 ( )m L    и ( )m  – выпуклый конеч-

нозначный функционал [8, 10]. 
Введем двойственный функционал 

,
( ) inf ( , ; )

v w
M l M v w l . 

2

,
( ) inf ( , )

2v w

r
M l J v w lwd w d

 

 
     

 
  ,                          (5) 

2( ) inf ( )
2m

r
M l m lmd m d

 

 
     

 
  .                         (6) 

Так как 2( )
2

r
m lmd m d

 

 
    

 
   – сильно выпуклый по m  функционал, 

то задача (6) разрешима и её решение ( )m l  единственно. Нетрудно показать, 

что и задача (5) при выполнении условия (2) разрешима и, кроме того, реше-

ние  ( ), ( )v l w l  задачи (5) единственно, если  2
2( )u l W  . 

Двойственный функционал ( )M l  дифференцируем по Гато и его произ-

водная ( )M l  удовлетворяет условию Липшица с константой 
1

r
, т. е. [10, 

11] 
2 2

1 2 1 2( ) ( )

1
( ) ( )

L L
M l M l l l

r 
     . 

Определение 2. Точка  1
2 2 2( , ; ) ( ) ( )v w l W L L       называется седловой 

для модифицированного функционала ( , ; )M v w l , если 
1

2 2 2( , ; ) ( , ; ) ( , ; ) ( , ; ) ( ) ( ) ( )M v w l M v w l M v w l v w l W L L         . 

Определения 1 и 2 для седловых точек ( , ; )L v w l  и ( , ; )M v w l  совпадают. 
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Можно показать, что и сами седловые точки для классического и модифици-
рованного функционалов Лагранжа совпадают [8, 10, 12]. 
 

2. Алгоритм решения 
Рассмотрим метод решения задачи (3), основанный на итеративной регу-

ляризации модифицированного функционала Лагранжа. 

Возьмем произвольную начальную точку      0 0 1 1/ 2
2 2,v l W W     и гене-

рируем последовательность  , ;k k kv w l  следующим образом. 

(i) На ( 1)k  -ой итерации ( 0,1, 2,...)k   строим функционал 

 
2

2

( )

1
( , ) , ;

2
k k

k L
L v w M v w l v v


    и находим 

 1 1 1,k k kz v w    из критерия 
   1

2 2

1 1k k
kW L

z z  

  
  , 

        1 1
2 2 2 2

2 2 2

W L W L
z v r w

    
  ,  

где  1 1 1

,

, arg min ( , )k k k
k

v w

z v w L v w    , 0k  , 
1

k
k






  . 

(ii) Корректируем двойственную переменную по формуле 
1 1k k kl l rw   . 

Вместе с 1kl   введем элемент 
1 1k k kl rw    . 

Регуляризирующая добавка 
2

2

( )

1

2
k

L
v v


  обеспечивает сильную выпуклость 

минимизируемого функционала ( , )kL v w  на    1
2 2W L   . Это означает, 

что вспомогательные задачи 

( , ) minkL v w  ,      1
2 2,v w W L                          (7) 

однозначно разрешимы и для их решения можно применять эффективные 
оптимизационные методы. 

В дальнейшем символ  
0

,   будет обозначать скалярное произведение в 

 2L  . На пространстве      2 2 2L L L      и      1
2 2 2W L L      

определим скалярные произведения по формулам 

         2 2
1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 200

1
, ; , , ; , , , ,

L L
v w l v w l v v r w w l l

r 
    

           1
2 2 2

1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 21

1
, ; , , ; , , ,

W L L
v w l v w l v v r w w l l

r  
    

и соответствующие нормы 
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       2 2 2

1
2

2 2 2

0

1
, ; ,

L L L
v w l v r w l

r  

 
   

 
 

       1
2 2 2

1
2

2 2 2

1

1
, ; .

W L L
v w l v r w l

r  

 
   

 
 

Обозначим    , , ;k k k k k kp z l v w l  ,    , , ;k k k k k kq z v w   . 

Теорема 1. Пусть функционал Лагранжа ( , ; )L v w l  имеет непустое множество 

седловых точек. Тогда последовательность  kq   1, 2,...k  , генерируемая 

алгоритмом (i), (ii), ограничена в      1
2 2 2W L L     . Более того,  kv  

является компактной в  1
2W  , а kw  стремятся к нулю в  2L  . 

Схема доказательства подобна доказательству теоремы 1 в [11]. 

Теорема 2. Пусть  2
2

kv W  ,  
1

2
2

k W   , 1, 2,...k   и, кроме того, 

 
 

 
 

2
2

1 / 2
2

,

,

k

W

k

W

A v c

B c








 

где 0c   – const. Тогда последовательность  , ;k k kv w l  сходится в 

 1
2 2 2( ) ( )W L L      к седловой точке  ,0,v l  функционала  , ;L v w l . 

Более того,  2
2v W  . 

Доказательство теоремы проводится аналогично доказательству теоремы 2 в 
[11]. 
Рассмотрим подробнее реализацию шага (i) алгоритма, т. е. задачу миними-
зации недифференцируемого функционала 

 
2

2

( )

1
( , ) , ;

2
k k

k L
L v w M v w l v v


   . 

Имеем 

   

     

  



































dvdw
r

wdldwvg

vdvfdvvdvdw
r

wdl

dwvgvdvfdvvwvL

kk

k

wv

kk

k

wv
k

wv

22

2222

22

,,

2

1

2

2

1
minmin

2

1

2

2

1
min),(min
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   

   

   

   

  .
2

1

2
min

2

1
min

2

1

2
min

2

1
min

2

1

2

min
2

1
min

22

22

22

2222

22













































































































dvdw
r

wlwvg

vdvfdvv

dvdw
r

wlwvgvdvf

dvvdvdw
r

wdl

dwvgvdvfdvv

kk

w

k

v

kk

w

k

v

kk

w

k

v

 

Для упрощения изложения в дальнейшем будем считать, что 0g   – const на 

 . Известно [8], что функция 

2( ) min
2

k

w

l r
F v v w w w

g g

 
    

 
 

непрерывно дифференцируема, при этом ( ) 1F v v   . 

Таким образом, вспомогательная задача минимизации на 1
2 2( ) ( )W L    не-

дифференцируемого функционала ( , )kL v w  сводится к минимизации в 

1
2 ( )W   дифференцируемого функционала  

   2 21
( ) ( )

2
k

kL v v v d f v vd g F v d
  

 
         

 
   . 

Пусть 2R  – ограниченный многоугольник. Реализуем алгоритм 

(i), (ii) с помощью метода конечных элементов на регулярной последователь-

ности  
khF  триангуляций области   при 0kh   ( kh  – параметр триангу-

ляции 
khF ) (см. [5]). Обозначим 

khN  – множество узлов 
khF ; 

k kh hM N   ; 

khV  – линейная оболочка соответствующих кусочно-аффинных базисных 

функций , 1,...,
ki hi N  , 

khN  – количество узлов 
khN , 

khI  – множество 

индексов узлов триангуляции, 
khI  – множество индексов граничных узлов. 

Отметим, что так как   – многоугольник, обеспечено включение 
1
2 ( ), 0,1, 2...

khV W k    
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Приближенное решение 1ku   вспомогательной задачи (7) определяет-
ся по методу конечных элементов. Задача (7) заменяется приближенной 

( ) min

k

k

h

L v

v V





                                              (8) 

Теорема 3. Пусть   – ограниченный многоугольник в 2R , выполнены пред-
положения (A), (B). Тогда имеет место оценка 

1
2 ( )

, 1, 2,..., 0k k
kW

z z c h k c const


    
 

. 

Доказательство теоремы проводится аналогично доказательству теоремы в 
[13]. 

Полагая в алгоритме (i), (ii) k kh  , делаем вывод о том, что последователь-

ность  ku  будет сходиться в 1
2 ( )W   к решению *u  задачи (1), если 

1
k

k

h




   (см. шаг (i) алгоритма).
 

 
3. Численный пример 

Распишем подробнее функционал ( )kL v . 

221 1
( ) ( )

2 2
k

kL v v d fvd g F v d v u
  

            

    2 22 21 1 1
2

2 2 2
k k k kv u v u d v vu u d

 

          

     
22 21 1

( ) ( ) .
2 2

k k
kL v v v d f u vd u d g F v d

   

               

Пусть 
1

Nhk

i i
i

v y 


  , 
1

Nhk
k k

i i
i

u y 


  . Тогда 

  .)(
2

1

2

1
)(

2

1

2

1

2

1



  



  


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
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


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




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











dyFgdu

ydyfdyyyL

k

j
j

k
j

j
jj

j
jjk

hNhNhN



 

Пусть mM  – граничный узел с индексом 1, 2,...,
khm M  (

khM  – количест-

во граничных узлов). Тогда, используя квадратурную формулу трапеций и 

учитывая, что расстояние 1i iM M   между двумя соседними узлами на грани-

це равно h , можно записать 
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 
1

1 1
1 1

1
1 1 1

1
( ) ( ) ( ) ( )

2

( ) ( ) ( ) .

h h

m m

h h h

M M

m m m m
m mM M

M M M

m m m m m m m
m m m

F y d F y d M M F y F y d

M M F y d h F y d h F y d



 
 


  

      

     

  

  

 

Заменяем задачу (8) на задачу 

( ) min

.h

k

N

L y

y R

 





                                                 (9) 

Для решения ky  задачи (9) применим метод поточечной релаксации. 

Зададимся начальным вектором  0 0 0
1 , ,

hk
N

z z z  . На ( 1)n  -м шаге 

итерационного процесса координаты 
1, 1, 2,...,

k

n
i hz i N   определяются из 

условия 

 
 

1 1 1
1 1 1

1 1
1 1 1

( ,..., , , ,..., ),

( ,..., , , ,..., ), ( , ).

hk

hk

n n n n n k
k i i i N

n n n n k
k i i N

L z z z z z l

L z z t z z l t

  
 

 
 



     




       (10) 

Модифицированная функция ( )kL z  непрерывно дифференцируема по 

, 1,...,
ki hz i N . При этом 

,

),(

\,
)(

~

1

1






























k

kh

kk

kh

hiii

N

j
jij

hhi

N

j
jij

i

k

IiеслиyFghpya

IIiеслиpza

z

zL
                      (11) 

где ij j i j ia d d   
 

       , k
i j j i

j

p f y d 


 
   

 
 . 

Из формулы (11) непосредственно вытекает, что 

1 11n n n
i ij j ij j i

j i j iii

z a z a z p
a

 

 

 
    

 
   для \

k kh hi I I . Для 
khi I  
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Пусть   – единичный квадрат. Триангуляция области   проведена с помо-
щью равномерной сетки. Задача решалась на последовательности триангуля-

ций с 1/ 4kh  , 1/ 8 , 1/16 , 1/ 32 , 1/ 64 . При этом решение на предыдущем 

(по k ) шаге использовалось в качестве стартового элемента на следующем 
шаге. 
Пример.  Пусть функция f  на всей области   принимает значение 8,1 . 

Условие разрешимости выполнено, т. к. 02,0  


fdgd . 

В качестве стартовой точки 0 0 1 1/ 2
2 2( , ) ( ) ( )u l W W Г    в алгоритме возь-

мем (0,0). Это означает, что  0 0, ,0z   . Полагаем 610r  , 5,0g . Усло-

вия останова по внутренним итерациям (по n ) и внешним  (по k ) соответст-
венно такие  

1 3max 10n n
i i k

i
z z h   , 1 1max 10k k

i i k
i

y y h   . 

Результаты решения показаны в таблице. 
 

Шаг сетки, h  Число внешних итераций Число всех внутренних итераций 

1/ 4  2 7 

1/8  2 30 

1/16  2 119 

1/ 32  2 273 

1/ 64  2 306 

Итого 10 735 
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Аналогичный подход, с применением модифицированных функционалов 
Лагранжа, был применен в [13, 14] для решения полукоэрцитивного вариаци-
онного неравенства Синьорини. 
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