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В статье представлена математическая постановка задачи простран-
ственного течения несжимаемой жидкости на прямолинейном и 
криволинейном участках трубопровода, разностный оператор моде-
ли, результаты расчета ламинарного течения в искривленной части 
трубопровода. 
 
The mathematical statement of the problem for the incompressible liquid  
flowing through the rectilinear and curvilinear areas of the pipeline is 
presented. Also, discrete operator and prediction for the laminar flow 
through a curvilinear part of the pipeline are considered. 
 
В работе представлены результаты численного моделирования те-

чения вязкой несжимаемой жидкости в канале с криволинейной обра-
зующей. Моделируется течение жидкости, обладающее следующими 
свойствами: 

1) жидкость является ньютоновской и несжимаемой; 
2) течение является изотермическим, ламинарным, стационарным; 
3) влияние силы тяжести на течение не учитывается. 
На рис. 1 приведен пример криволинейной области. Компенсатор 

трубопровода состоит как из цилиндрических блоков с прямолинейной 
образующей (1), так и из криволинейных участков (2). В работе стави-
лась задача построения ортогональной конечно-разностной сетки во 
всей рассматриваемой области. Ортогональность сетки позволяет су-
щественно упростить вид решаемых уравнений, сократить число нену-
левых диагоналей в матрице разностного оператора модели (в трех-
мерном случае с девятнадцати до семи), и, как следствие, упростить 
конечно-разностные уравнения, повысить скорость сходимости итера-
ционного процесса и точность расчета.  
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Рис. 1. Криволинейный участок трубопровода 

 
Для обеспечения ортогональности конечно-разностной сетки в ка-

ждом из блоков, составляющих компенсатор, строится собственная 
система координат (рис. 2, 3). 

На прямолинейном участке вводится цилиндрическая система ко-
ординат, описываемая тремя координатами: расстоянием вдоль оси , 
радиусом , и углом поворота 

ξ
η ϕ . Построение узлов конечно-

разностной сетки на пересечении координатных линий цилиндри-
ческой системы гарантирует ортогональность полученной сетки. 
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Рис. 2. Цилиндрическая система координат  

на прямолинейном участке канала 
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Задача построения ортогональной сетки в криволинейной области 
решается похожим образом. Вводятся три координаты: расстояние 
вдоль оси , радиус , и угол поворота ξ η ϕ , однако ось канала в данном 
случае является искривленной (см. рис. 3).  
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Рис. 3. Система координат на криволинейном участке канала 
 
Если поместить начало декартовых координат в центр кривизны 

оси канала, то возможно получить достаточно простые отношения для 
введенной системы: 
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Подробное описание введенной системы координат, доказательст-
во ортогональности конечно-разностной сетки и особенности расчета 
при чередовании прямолинейных и криволинейных блоков приведены 
в [1]. 

Система уравнений, описывающих изотермическое стационарное 
течение вязкой несжимаемой жидкости в произвольной ортогональной 
системе координат, имеет вид: 

- уравнение неразрывности 

( ) ( ) ( ) 0=ρ
ϕ∂
∂

+ρ
η∂
∂

+ρ
ξ∂
∂ WJVJUJ , (1) 
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- уравнения сохранения импульсов в векторной форме: 
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где  – плотность жидкости; ρ μ  – динамическая вязкость жидкости; 

 p  – давление жидкости; ( )
( )ϕηξ

=
,,
,,

D
zyxDJ  – якобиан преобразования ко-

ординат,  – ковариантные составляющие вектора скорости в де-
картовой системе координат,  – контравариантные составляю-
щие вектора скорости в системе координат 

wvu ,,
WVU ,,

),,( ϕηξ : 

zyx wvuU ξ+ξ+ξ= , 

zyx wvuV η+η+η= , 

zyx wvuW ϕ+ϕ+ϕ= . 
(3) 

Уравнения (1)–(2) записаны в консервативной форме, полученной 
из уравнений в декартовых координатах с помощью преобразования 
Вивьена-Винокура. [1–3]. 

Рассматривается течение на криволинейном участке канала (рис. 4). 
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Рис. 4. Криволинейная область канала 
 
На входе в канал, в качестве граничного условия, задается массо-

вый расход. На твердой стенке канала выставляются условия прилипа-
ния для скорости: 

R±=η π≤ϕ≤ 20 : 0V = . 
 

Чтобы получить граничные условия для давления уравнения движения 
(2) с учетом условия прилипания на стенке преобразуем к виду: 
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Перемножив полученные уравнения на производные xη , yη ,  соот-
ветственно и сложив их, с учетом ортогональности сетки переходим к 
выражению: 
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Последовательные преобразования данного выражения позволяют по-
лучить значение производной давления в направлении, перпендику-
лярном стенке 

 ⎟⎟
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⎝

⎛
η∂

∂
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η∂
∂

=
η∂
∂ VJ

J
p 1 . 

Данное уравнение используется в качестве граничного условия для 
давления на твердой стенке. 

На выходе канала (в последнем блоке) фиксируется давление и вы-
ставляются мягкие граничные условия линейной экстраполяции для 
искомых величин: 

R≤η≤0 , π≤ϕ≤ 20 : . 0 , 2

2

2

2
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∂
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ξ∂
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∂

=
wvupp  

Численное интегрирование уравнений (1)–(2) производится на раз-
несенной конечно-разностной сетке, элемент которой представлен на 
рис. 5. 

Рис. 5 наглядно иллюстрирует превосходство ортогональной сет-
ки. В случае, если разностная сетка ортогональна, в разностный шаб-
лон включены только узлы, изображенные темным цветом. Если рас-
чет проводится на неортогональной сетке, то необходимо учитывать 
значение искомых величин так же и в узлах, помеченных светлым цве-
том. 

 

 
 

Рис. 5. Элемент конечно-разностной сетки 
 

Разностные аналоги уравнений импульсов представлены форму-
лами (4)–(6). 

VpppJuaua xxxLLpp Δϕ+η+ξ−= ϕηξ∑ )( , (4) 
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( ) VpppJvava yyyLLPP Δϕ+η+ξ−=∑ ϕηξ , (5) 

VpppJwawa zzzLLpp Δϕ+η+ξ−= ϕηξ∑ )( . (6) 

Разностный аналог уравнения неразрывности записывается в виде 
(7) относительно поправок давления в соответствии с (8). 
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где , , ,  – поправки соответствующих величин, обуслов-
ленные применением итерационного алгоритма SIMPLE, описанного в 
[4]. 

p′U ′ V ′ W ′

Наличие границы области численного интегрирования на оси ка-
нала и отсутствие физически обоснованных граничных условий в дан-
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ной области приводит к необходимости разработки особого итераци-
онного алгоритма расчета параметров на оси, который состоит из сле-
дующих этапов: 

{ }wvu ,,=Φ1. Расчет проекции скорости  в плоскостях  (с учетом 
пространственного характера течения) вплоть до осевой ячейки.  

kγ

2. Задание нового значения проекции скорости в осевой ячейке как 

среднего среди всех расчетных ∑Φ=Φ
k

k

K 00
1 Kk ..1=, . Наличие мас-

сива значений скорости в осевой ячейке обусловлено тем, что осевая 
ячейка лежит на пересечении всех расчетных плоскостей . kγ

{ } { } ε<Φ−Φ
∈∈

k

Kk

k

Kk 00 minmax3. Проверка выполнения условия сходимости  

(рис. 6). В случае, если условие сходимости не выполняется – вернуть-
ся к п.1 (рис. 7). 

0γ

 
 

Рис. 6. Поперечное сечение канала 
 

Результаты расчетов свидетельствуют о сложности течения в ис-
кривленном канале, связанной с образованием крупномасштабных 
вихревых структур в области искривления (рис. 8, 9) и последующей 
диссипацией вихрей при возвращении потока на прямолинейный уча-
сток (рис. 10), что наглядно показывает линии тока, представленные на 
рис. 11, 12. 
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Рис. 7. Поле скоростей на срезе канала при Re=1500 
 
 
 

 
 
 
 

Рис. 8. Поле скоростей в сечении А 
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Рис. 9. Поле скоростей в сечении Б 
 
 
 

 
 
 
 

Рис. 10. Поле скоростей в сечении В 
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Рис. 11. Линии тока при Re=1500 

 

 
 
 

Рис. 12. Линии тока при Re = 150 
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Сложная структура течения в искривленном канале оказывает 
влияние на распределение давления и сопротивление канала. Давление 
в канале, усредненное по сечению, приведено на рис. 13. 

 
Ïà ,Lpp −ξ

м ,ξ

 
 

 – общее давление в канале 
 – давление, связанное с сопротивлением трению 

 – давление в эквивалентном прямолинейном участке канала 
 
Рис. 13. Графики давления, усредненного по сечению канала при Re = 1500: 

 
Анализ приведенных графиков, показывает, что перепад давления, 

необходимого для обеспечения заданного расхода на криволинейном 
участке канала значительно выше аналогичного перепада на эквива-
лентном прямолинейном участке. Это вызвано, с одной стороны, уве-

личением потерь давления на трение 2R

Rd
P

w

w π

ϕτ

=Δ
∫
ϕ , где 

R
w

U

=η
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
η∂

∂
μ=τ R – напряжение трения,  – радиус канала, а с другой - 

лобовым сопротивлением канала в криволинейной области. Графики 
соответствующих перепадов давления представлены на рис. 14. 
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  – общий градиент;  – градиент, связанный с сопротивлением трению; 

   – градиент, связанный с преодолением динамического сопротивления 
Рис. 14. Потери давления в канале 

 
Отрицательный градиент давления на входе в криволинейную об-

ласть канала вызван лобовым сопротивлением на нижней стенке кана-
ла и приводит к замедлению потока в этой области. В подтверждение 
приведем расчетные графики давления на различных линиях в присте-
ночной области (рис. 15). 

 

 
Рис. 15. Давление на различных линиях в пристеночной области 
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