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Для решения полной контактной задачи с трением построены и обоснованы 
алгоритмы, основанные на использовании схем двойственности с модифи-
цированными функционалами Лагранжа. Использование модифицирован-
ных функционалов Лагранжа позволяет не только получить сходимость как 
по прямым, так и по двойственным переменным, но и сгладить недиффе-
ренцируемые слагаемые в минимизируемых функционалах. 
 
For the solution of the complete contact problem with friction algorithms have 
been built based on duality schemes with modified Lagrangian functionals. The 
use of modified Lagrangian functionals makes it possible not only to obtain a 
convergence on both direct and dual variables, but also to smooth the non-
differentiable parts in functionals minimized. 
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Рассмотрим полную задачу контакта упругого тела с абсолютно твердой 

поверхностью (рис. 1). На границе контакта Γ в краевой постановке для опи-
сания взаимодействия тела с опорой используются условия Синьорини и тре-
ния по закону Кулона [1, 2].  

Рис. 1. Контакт тела с опорой 
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Полная контактная задача может быть  сформулирована в виде квазива-
риационного неравенства [1, 2] 
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тензор напряжений )(=)( vcv kmijkmij εσ ;  2R∈Ω  – область с достаточно регу-

лярной границей Γ, PK Γ∪Γ∪ΓΓ 0= , где 0Γ , KΓ , PΓ  – открытые попарно 
непересекающиеся подмножества Γ, 0>)( 0Γmes , 0>)( Kmes Γ ; ijkmc  – огра-
ниченные, суммируемые в Ω  функции, удовлетворяющие условиям симмет-
рии kmijjikmijkm ccc == ; 2
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nnt σσσ −= . По повторяющимся индексам подразумевается суммирование. 
Через W и K обозначены множества  
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Основной сложностью при исследовании и построении численных алго-

ритмов решения задачи (1) является зависимость силы трения |)(| unσℑ  от 
искомого решения u. В [1, 2] предложен метод последовательных приближе-
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3. вычисляется следующее приближение |)(|=1 s
n

s ug σℑ+ .  
Вариационное неравенство (2) называется задачей с заданным трением 

[1]. Она эквивалентна задаче минимизации недифференцируемого функцио-
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При показанной на рисунке 1 геометрии области Ω  вспомогательная задача 
(2) является полукоэрцитивной [1, 2], минимизируемый функционал J(v) в (3) 
не обладает свойством сильной выпуклости на всем пространстве. 

В [3] показано, что из условия 
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21 )(H
v для всех Kv∈ , что обеспечивает 

разрешимость задачи (3). В дальнейшем будем считать указанное условие 
выполненным. 

Задача (3) является оптимизационной задачей с ограничениями. Для 
решения таких классов задач широко используются методы множителей 
Лагранжа (схемы двойственности). В классической теории двойственности 
применяются классические функционалы Лагранжа, линейные по 
двойственным переменным. Для задачи (2) классический функционал 
Лагранжа имеет вид 
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Лагранжа ),( lvL , если выполнено двустороннее неравенство  
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Через +Γ ))(( 2 KL обозначено множество неотрицательных интегрируемых с 
квадратом функций из )(2 KL Γ .  

Известно, что если решение u  задачи (3) принадлежит пространству 
22 )]([ ΩH  и 0>0}<)(:{ uxmes nK σΓ∈ , то u  является единственным решени-

ем задачи (3), а пара ))(,( uu nσ−  – единственной седловой точкой функциона-
ла Лагранжа ),( lvL .  

Применение известных алгоритмов поиска седловых точек с классиче-
ским функционалом Лагранжа ),( lvL  имеет довольно серьезные ограниче-
ния. В коэрцитивных задачах сходимость итерационных процессов доказыва-
ется только по прямой переменной. Более того, данная сходимость обеспечи-
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вается согласованием длины шага сдвига по двойственной переменной с кон-
стантой положительной определенности квадратичной формы минимизируе-
мого функционала. В полукоэрцитивном случае использование классических 
функционалов Лагранжа не представляется возможным, так как квадратичная 
форма лишь неотрицательно определена. Для преодоления указанных слож-
ностей целесообразно использовать модифицированные функционалы Ла-
гранжа. 

На множестве функций )(2 KLW Γ×  построим модифицированный функ-
ционал Лагранжа 
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Показано [4], что множества седловых точек классического и модифици-

рованного функционалов Лагранжа совпадают. Модифицированные функ-
ционалы Лагранжа вида (4) рассмотрены в работах [4-7]. В указанных 
работах построены и обоснованы методы поиска седловых точек 
функционала M(v,l) на основе итерационного метода Удзавы следующего 
вида: Step1. на k -ом шаге ( )0,1,2,...=k , определим  
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тельная трудность, связанная с недифференцируемостью функционала J(v). 
Для исправления ситуации возможно использование иного вида модифика-
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Определим функционал  
.||),(=),(ˆ Γ−⋅+Γ−Ω− ∫∫∫

ΓΓΩ

dwtvgdvTdvfvvawvJ s

K

ii

P

ii   

Задача min)( →vJ  эквивалентна задаче  

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

Γ∈Γ
∈

→

),(,на0=
,

,min),(ˆ

2 KK Lww
Kv
wvJ

 (5) 



 

 67 

РЕШЕНИЕ КОНТАКТНОЙ ЗАДАЧИ С ТРЕНИЕМ  
МОДИФИЦИРОВАННЫМИ СХЕМАМИ   
ДВОЙСТВЕННОСТИ 

ВЕСТНИК ТОГУ. 2012. № 2 (25) 

где ),(= 12 nnt −  на KΓ . 
Для решения задачи (5) воспользуемся также схемами двойственности. 

На множестве 2
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Задача (5) может быть переписана как прямая задача 
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Решение прямой задачи при указанных выше условиях существует и равно 
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Функционал ),(ˆ
21 llM  дифференцируем по Гато в 2
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Поэтому для решения задачи (6) может быть использован градиентный метод 
[8]. Таким образом, решение задачи (5) может быть получено как компонента 
седловой точки модифицированного функционала Лагранжа ),;,(ˆ
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На шаге U-Step2 корректировка двойственных переменных проводится 

по формулам, которые следуют из градиентного метода решения (6) [5-7]. 
Идея перехода от задачи (2) к задаче (5) состоит в том, что 
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Известно, что функция числового аргумента 
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Таким образом, первый шаг метода Удзавы сводится к минимизации 
дифференцируемого по v функционала. 

Для нахождения элемента ),( 11 ++ kk wv  на шаге U-Step1 метода Удзавы, 

необходимо решать задачу минимизации функционала ),;,(ˆ
21
kk llwvM , 

который не является сильно выпуклым по ),( wv . Для преодоления этого 
затруднения используем комбинацию метода Удзавы с методом 
проксимальной регуляризации.  
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1
1

11 ++++ kkkk llwv  будет строиться в результате 
выполнения следующих шагов: 
W-Step1: найдем ),(= 111 +++ kkk wvz , такое, что  

,=, 2
)(2

22
)(2)(2

11 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +≤−

ΓΓ×Γ×

++

KLWKLWk
KLW

kk wvzzz δ  
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где ),(min=),(=
,

111 wvMargwvz k
wv

kkk +++ , ;<0,>
1=

∞∑
∞

k
k

k δδ  

;
2
1),;,(ˆ=),(

2

2))(2(21 Ω
−+

L
kkk

k vvllwvMwvM  

W-Step2: скорректируем двойственные переменные по формуле  
).,)((=),( 1

2
1

1
1

2
1

1
+++++ ++ kkk

n
kkk wrlvrlll  

Регуляризационная добавка 
2

2))(2(
1/2

Ω
−

L
kvv  обеспечивает сильную 

выпуклость по v минимизируемого функционала ),( wvM k . В этом случае 
вспомогательная задача ),(min wvM k

Hv∈
 на каждом шаге k =1,2,… однозначно 

разрешима, и ее решение может быть найдено с помощью эффективных 
методов выпуклой оптимизации.  

Теорема 2. Пусть элементы kv , k
2γ , k =1,2,…, удовлетворяют 

следующим условиям: 
1) 22 ))(( Ω∈ Hv k ; 

2) Cv
H

k ≤
Ω 2))(2(

; 

3) C
KH

k ≤
Γ )(1/22γ , 0>C  – const. 

Тогда последовательность )},;,{( 1
2

1
1

11 ++++ kkkk llwv , построенная по 

методу Удзавы W-Step1, W-Step2 сходится в 2
22 ))(())(( KK LLW Γ×Γ×  к 

седловой точке )),(,0;( *
2luu nσ−  при любом выборе стартовой точки и любом 

фиксированном параметре 0>r .  
Здесь ),)((=),( 1

2
1

1
1

2
1

1
+++++ ++ kkk

n
kkk wrlvrlγγ . 

Таким образом, соединяя метод последовательных приближений и метод 
Удзавы с проксимальной регуляризацией, для решения контактной задачи с 
трением имеем следующий алгоритм: 

0. задаем начальную силу трения )( 1
1/20 Γ∈Hg , 00 ≥g ;  

1.0. задаем начальное приближение  
21/2210

2
0
1

0 ))(())((),;( KHHllv Γ×Ω∈ ; 

1.1. находим ),(= 111 +++ kkk wvz , k=1,2,…, такое, что  

,=, 2
)(2

22
)(2)(2

11 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +≤−

ΓΓ×Γ×

++

KLWKLWk
KLW

kk wvzzz δ  

где ),(min=),(=
,

111 wvMargwvz k
wv

kkk +++ ,                             (7) 
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;<0,>
1=

∞∑
∞

k
k

k δδ  

1.2. корректируем двойственные переменные по формуле  
).,)((=),( 1

2
1

1
1

2
1

1
+++++ ++ kkk

n
kkk wrlvrlll  

2. вычисляем следующее приближение ss
n

s lug 1
1 |=)(|= ℑℑ+ σ , s=1,2,…, 

1+= ks vu  – решения вспомогательной задачи (2).  
При численной реализации полученного алгоритма для осуществления 

шага 1.1 необходимо решить задачу ),(min
,

wvM k
wv

. Причем практический ин-

терес представляет не точное ее решение, а приближенное решение с по-
грешностью kδ . Для этой цели используется метод конечных элементов, по-
грешность которого согласовывается с kδ . Вопросы конечноэлементного ре-
шения контактной полукоэрцитивной задачи с применением модифициро-
ванных функционалов Лагранжа вида (4) рассматривались в [9]. 

Связь между тензором деформаций и тензором напряжений задается за-
коном Гука для однородного изотропного тела 

),( jkimjmikkmijijkmc δδδδμδλδ ++=  

где λ , μ – коэффициенты Ламе, ijδ – единичный тензор. В таком случае  

).(2)()( vvv ijikkkij μεδλεσ +=  
Коэффициенты Ламе выражаются через модуль Юнга и коэффициент Пуас-
сона. 

Для нахождения приближенного решения (7) используем метод конеч-
ных элементов на последовательности триангуляций области Ω. Введем сле-
дующие обозначения: Fh – триангуляция области Ω – конечная система замк-
нутых треугольников { }

hNiiT ∈ , удовлетворяющих стандартным требованиям 

[10, с. 23]; Nh – множество узлов Fh; Mh = Γ∩Nh – множество узлов границы 
области Ω; Vh – линейная оболочка соответствующих кусочно-аффинных ба-
зисных функций; 0)()(:{ ≤∈= svVvK nhhhh  для }hMs∈ . Отметим, что 
имеет место включение KK h ⊂ .  

Каждая триангуляция характеризуется наибольшей стороной h и наи-
меньшим углом θ всех ее треугольников. Последовательность триангуляций 
называется регулярной, если существует постоянная  θ0>0, не зависящая от h 
и такая, что θ ≥ θ0. Иными словами, треугольники триангуляций при h→0 не 
вырождаются в отрезки. Регулярная триангуляция Fh характеризуется только 
одним параметром h. Рассмотрим { }

ihF  – регулярную систему триангуляций 

области Ω, hi→0, i=1,2,… Система { }
ihF  строится таким образом, что все вер-

шины триангуляции 
1−ihF входят в множество вершин 

ihF , i=2,3,… Следова-
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тельно, KKK
ii hh ⊂⊂⊂

−
K

1
. В вычислительном алгоритме решения полной 

контактной задачи используем систему триангуляций с характерными пара-
метрами hi=hi-1/2 

Обозначим через 1+k
hi

v  решение конечномерной задачи 

iiii hhhhk KvwvM ∈→ min,),( . 
Алгоритма Удзавы с проксимальной регуляризацией на основе конечноэле-
ментного решения в таком случае имеет вид: 
W-Step1: найдем ),(= 111 +++ k

h
k

h
k
h iii

wvz , такое, что  
1+k

hi
z = ),(minarg

ii hhk wvM ,  

;
2
1),;,(ˆ=),(

2

2))(2(,2,1
Ω

−+
L

k
hh

k
h

k
hhhhhk iiiiiiii

vvllwvMwvM  

W-Step2: скорректируем двойственные переменные по формуле  
).,))(((=),( 1

,2
1

,1
1

,2
1

,1
+++++ ++ k

h
k

hn
k
h

k
h

k
h

k
h iiiiii

wrlvrlll  
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