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Рассматривается задача определения области по ее внутреннему комплекс-
ному магнитному потенциалу. Доказана разрешимость задачи для области, 
близкой к заданной. Разрешимость «в малом» доказана по сопряженной за-
даче. Обратные задачи теории потенциала рассматривались в работах [1–5]. 
 
The problem of definition of an area in its interior complex magnetic potential is 
considered. Resolvability of a problem for the area close to the set is proved. Re-
solvability « in small » is proved on the interfaced problem. 
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Постановка задачи и ее редукция к краевой задаче 

Пусть , ( )zU − ( ) ( )μν ,,,,, +++ ≡ DzzUzzU  есть внешний и внутренний 
комплексные магнитные потенциалы области с границей  дейст-
вительнозначных плотностей 

+D  α,1CS∈
( )zz,ν  на  и S ( )zz,μ  в . Известно, что 

 аналитична в , а  

+D
( )zU − −D μ=+ ),( zzU z

 в . Отсюда имеем +D

( ) ( ) ( )zgzzzzU +Μ=
+

,, , +∈Dz ,                           (1) 

где функция ( )zz,Μ  для данной области  можно считать зафиксирован-
ной, а 

+D
( ) ( )+≡ Dzgzg ,  аналитическая функция. 

Пусть зафиксирована односвязная область +T  и определена плотность 
( )+∈ TC αμ ,0 , то можно всегда считать определенной функцию ( )zz,Μ , 

μ=Μ ),( zzz
 в +T . 

Задача. По действительным функциям ( )+∈ TC αμν ,0,  и функции ( )zh  – ана-

литическая в +T   требуется отыскать такую область  с гладкой границей +D
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S  в +T , что  
( ) ( ) ( )zhzzDzzU +Μ=++ ,,,,, μν , . +∈Dz

Пусть задача имеет решение, т. е. найдется такая область , что 
, . Тогда в силу свойств потенциала масс и простого слоя, 

имеем: 

+D
( ) ( )zhzg = +∈Dz

( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅=− +−

^^
2, nxiSinnxCoszzUzU ν ,                    (2) Sz∈

где  – угол между внешней нормалью и положительным направлением оси 
, а единичный вектор касательной 

^
nx

Ox s  направлен так, что поворот от n  к s  
совершается против часовой стрелки. Далее введем функцию, , ото-
бражающую конформно внешность единичного круга 

( )tzz =
1>t  на  с норми-

ровкой 

−D

( ) ∞=∞z , ( ) 0>∞′z ,                                               (3) 
причем в окрестности ∞=t  имеет разложение: 

( ) ∑
∞

=

−+=
0k

k
k taattz .                                             (4) 

Тогда равенство (2), учитывая (1), примет вид 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( )tzg
tz
tzttztztztzt +

′
′

⋅+Μ=− ,2,0 νϕ , 1=t , ,   (5) ( ) 00 =∞−ϕ

где ( ) ( )( ) ( ) ( )110 ≥>∈= −− tCtAtzUt Iϕ . 
О разрешимости задачи  «в малом» 

Пусть зафиксированы односвязные области , +D +Т , ++ ⊂ TD , а гра-
ницей  является  и определены действительнозначные функции +D α,,2CS∈

( )+∈ TC αμν ,2, , тогда ( )zU − , ( ) ( )SCzzU α,2, ∈+ . Причем плотности ν , μ  
и граница  таковы, что выполняется следующее требование: S

0≡/
∂
∂

++=
n

kа ννμ , 0≥⋅νa , 0>+νa , 1=t ,                 (6) 

где 
( )

3

Re

z

ztz
k

′

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ′′′

=  есть кривизна кривой , S ( )tzz =  – функция, отобра-

жающая конформно внешность единичного круга 1>t  на  с нормиров-
кой (3). 

−D

Введем два класса областей: 
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( ) ( ) ( ) ( ){ }0Im,,1,: =∞′∞=∞>+==− wwttwtzzzDw ,
( ) ( ) ( ){ }ConstwttwtzzzDw =∞>+==− ,1,:~  

причем функции  выбираются настолько малыми в норме пространства ( )tw

( )1,1 =tC α , 1
,1 δα <w , чтобы функции ( ) ( )twtzz +=  были однолистными 

и области , +
wD +

wD~ , лежали в +Т  и содержали бы точку 0=z . Далее, введем 

класс функций: 

( ) ( ) ( ) ( ){ }++ ∈≤∈= TzKzhTAhzhK ,,:γ . 

Теорема. Найдутся положительные числа ε , *δ  такие, что если ( ) ( )Kzh γ∈ , 

( ) εμν
α
≤− + ,2

,,,Dzgh  на  и выполнено условие (6), то при S

1*
,1 δδα <≤w  существуют: а) однопараметрическое семейство решений 

задачи из , б) единственное решение из −
wD −

wD~  такие, что 

( ) ( ) ( )zhzzDzzU w +Μ=++ ,,,,,
*

μν , . +∈
*wDz

Доказательство. Задача редуцирована и области из класса , −
wD −

wD~ , то при-

ходим к нахождению пары аналитических функций ( )w,1
−ϕ  вне единичного 

круга 1>t  по следующему краевому условию: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ,,2

,1

wz
wzttwtztwtz

twtztwtztwtzht

′+′
′+′

⋅+++

+++Μ++=−

ν

ϕ

 1=t ,     (7) 

( ) 01 =∞−ϕ , ; или ( ) Constw =∞ ( ) ∞=∞w , ( ) 0Im =∞′w . 
Линеаризация краевого условия. Из (7) вычтем равенство 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
z
zttztztztztzgt
′
′

⋅+Μ+=− ,2,0 νϕ , 1=t .               (8) 

При малых  в норме  функции w α,1C ( ) ( )( )twtzh + , 
wz
wz
′+′
′+′

 разложим 

в ряд Тейлора, а ( ) ( ) ( ) ( )( )twtztwtz ++Μ , , ( ) ( ) ( ) ( )( )twtztwtz ++ ,ν  предста-

вимы формулой Тейлора, так как ( )+∈Μ TC αν ,2, . Теперь, выделяя линей-
ную часть, будем иметь 
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( ),,222 hwRw
z
ztwgw

z
zt

z
w

z
w

z
zt

zzzz =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

⋅+⋅′+Μ′−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

⋅+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

−
′
′

′
′

−− ννμνϕ

где ( ) ( ) ( ) ( )hwBwghghhwR z ,, +⋅′−+−= −−− −= 012 ϕϕϕ
)

, , , ( ) 02 =∞−ϕ
( hwB ,  – нелинейная часть оператора . Используя равенство (8), вычис-

лим 
R

( )tzzzg
=

′  и, подставив в предыдущее условие, получим 

( )hwRw
z
ztk

z
z

t
w

z
zt

z
w

z
w

z
zt

zz ,2212 23 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

⋅++
′
′

⋅−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

⋅+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

−
′
′

′
′

−− ννμνμνϕ , .   (9) ( ) 00 =+ϕ

Изучение линейной задачи 
Приступим к рассмотрению линейной однородной задачи (9):                  

( )

.022

2,

2

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
′
′

⋅++
′

′
−

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
′
′

⋅+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

−
′

′
′
′

+≡ ++

w
z
ztk

z
zt

w
z
zt

z
w

z
w

z
ztwL

z

z

ννμ

νμνϕϕ
               (10) 

Решение задачи (10) рассмотрим в двух случаях: 

а) Отыскание области из −
wD . Отыскивается пара аналитических функций 

( )1<∈+ tAϕ  и ( )1>∈ tAw  по краевому условию (10), причем 

( ) ∞=∞w ,                                             (11) 
( ) 0Im =∞′w .                                          (12) 

Сначала рассмотрим задачу (12) и условие (13). 
Произведя замену −=ϕ2/ tw , ( ) 0=∞−ϕ , краевое условие (10) примет 

0~
41314030 =++++

−−
−−+

dt
dA

dt
dAAA ϕϕϕϕϕ , ,      (13) ( ) 0=∞−ϕ

где 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

⋅+
′

+−=
z
zt

z
tA zν

νμ 22
30 , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

⋅+
′

−+
′
′

−=
z
zt

z
k

zt
zA zν

ννμ 22240 , 

z
tA
′

−=
2

31
ν

, 
zzt

zA
′′⋅

′
−=

241
ν

, 
t

+
+ =

ϕϕ~ , так как . ( ) 00 =+ϕ

Эта задача называется обобщенной задачей Гильберта или общей зада-
чей линейного сопряжения, содержащей производную [5, 6]. Известно, что 
задача (13) является нётеровой, так как 031 ≠А  при 1=t . Воспользовавшись 
результатами исследования Н. П. Векуа [1, с. 349], можно подсчитать индекс 
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нашей задачи: , где ,  – соответственно число линейных незави-
симых решений, исчезающих на бесконечности задаче (13) и ей союзной. 

2=′− ll l l ′

Покажем, что , т. е. союзная к (13) имеет только тривиальное ре-
шение. С этой целью выпишем союзную задачу: 

0=′l

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

Ω
′′
′

+Ω
′

+

+Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

⋅+
′

−+
′
′

+Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

⋅+
′

+−=Ω

++

++−

zz
z

z
t

dt
d

z
zt

z
k

z
zt

z
zt

z
t zz

νν

νννμννμ

2

22222
, 

( ) 0=∞Ω− .                                                (14) 

Обозначая Φ=
′

Ω+

z
, приходим к следующему условию: 

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

Φ+Φ
′
′

⋅+

+Φ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

⋅+
′

−+′+Φ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

⋅+
′

+′−=Ω−

tt
z
zt

dt
d

z
zt

z
kzt

z
zt

z
zt zz

3

22222

ν

νννμννμ  

( ) 0=∞Ω− . 
Вычислим 

( )

( ).

3

22

3

ttzz

zz

tt
z
z

z
k

z
zt

z
ztzt

z
k

z
zt

z
ztzttt

z
zt

dt
d

Φ′−Φ′
′
′

+Φ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

+−
′
′

⋅−
′
′

⋅′+

+Φ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

+−
′
′

⋅−
′
′

⋅′=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

Φ+Φ
′
′

⋅

ννννν

ννννν
 

Подставляя вычисленное в вышенаписанное краевое условие, получим 

( )tt tt
z
z

zn
kzt

zn
kzt Φ′−Φ′

′
′

+Φ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

−
∂
∂

++′+Φ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

−
∂
∂

++′−=Ω− 22ννννμνννμ

,  

( ) 0=∞Ω− ,где 
z
zt

z
zt

n zz ′
′

⋅+
′
′

⋅=
∂
∂ ννν

. 

Умножая предыдущее краевое условие на 
z
z
′
′

, получим 

( ) ( )Φ−Φ′−Φ′−Φ′=Ω
′
′ − ttzatt

z
z

tt
~22ν , ( ) 0=∞Ω− , 

nz
ka

∂
∂

+
′

−+=
νννμ~ . (15) 

Далее, если заменить ψ=Φt , ( ) 00 =ψ , то (15) примет вид 
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( ) ( )ψψψψν −′−′−′=Ω
′
′ − zatt

z
z

tt ,                            (16) 

где , ( ) 0=∞Ω− ( ) 00 =ψ ,   
n

ka
∂
∂

++=
ννμ . 

Из (16) видно, что 0Re =Ω
′
′ −

z
z

. Отсюда следует, что , так как 0≡Ω−

( ) 0=∞Ω− , а . ( ) 0>∞′z
Теперь остается исследовать задачу 

( ) ( ) 0=−′−′−′ ψψψψν zatt tt , ( ) 00 =ψ .                (17) 

Произведя замену ( ) ( )θυθψ iu += , 1=t ,  и вычисляя θiet =

θθυψ uit t ′−′=′ , краевое условие (17) примет вид  

0=′+⋅ υν zaus , 1=t . 

Так как единичный вектор касательной s  и n  расположены как оси  
и OY , то условия Коши-Римана выглядят следующим образом: 

OX

nsu υ′=′ , snu υ′−=′ . 
Итак, приходим к нахождению гармонической функции υ  в единичном 

круге по краевому условию: 
0=′+′ υυν zan , 1=t . 

В силу условия (6) заключаем, что 0=υ . Отсюда следует, что 0=u  в 
силу условия ( ) 00 =ψ . 

Нами доказано, что союзная задача (14) имеет только тривиальное реше-
ние, а отсюда сразу вытекает, что 2=l , т. е. два линейно независимые реше-
ния однородной задачи (10) с условием (11). 

Нетрудно проверить, что одним из решений (10) является 
01 =+ϕ , zitcw ′= 11 ,                                        (18) 

где  – произвольная действительная константа. 1с
Далее, заметим, что второе решение ( )tw  линейной задачи (10) с услови-

ем (11) должно иметь разложение в окрестности бесконечно удаленной точ-

ки:                                      , ( ) ∑
∞

=

−+=
0

2
k

k
k tbbttw 0Im =b .                             (19) 

Этого можно добиться за счет подбора  из (18) и исходя из записи об-
щего решения однородной задачи. Коэффициент  в (19)  чисто мнимым 
быть не может, так как решение 

1с
b

( )tw2  оказалось бы линейно зависимым с 
( )tw1 . 
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Итак, второе решение (10), (11) имеет вид (19). 
Исследование нелинейной задачи. Запишем нелинейное краевое условие 

(10) в операторном виде: 
( ) ( )hwRwL ,, =+ϕ , 1=t .                                 (20) 

Теперь рассмотрим задачу (20) с условием (11), (12). Приходим к сле-
дующему уравнению: 

( ) ( ) ( ),, 2 twhwRAtw λ+=  0Im =λ ,                         (21) 

где ( )hwRA ,  есть частное решение задачи (20), (11), (12). Далее, согласно 
исследованиям по теории нелинейных уравнений и согласно условиям теоре-
мы, найдутся положительные числа ε , *δ  и *λ  такие, что правая часть (21) 

будет сжимающим и переводит шар *
,1 δα ≤w  в себя. На основании теоремы 

Банаха существует решение уравнения (21) ( ) ( )twtw λ=  при *λλ < . 
Таким образом, мы отыскали однопараметрическое семейство областей 

( ) ( ){ } −− ∈>+== ww DttwtzzzD 1,:
λ

 такие, что 

( ) ( ) ( )zhzzDzzU w +Μ=++ ,,,,, μν
λ

, . +∈
λwDz

На этом доказательство пункта а) теоремы закончено. Теперь более крат-
ко разберем пункт б) Отыскание области из wD~ . Отыскивается пара аналити-
ческих функций ( )1<∈+ tAϕ  и ( ) ( ) ( )11 1 ≥>∈ tCtAtw I  по краевому ус-
ловию (10), причем  

( ) Constw =∞ .                                              (22) 
Сначала изучим линейную однородную задачу (10) с условием (22). 

Произведя замену −= ϕ
t
w , +

+

= ϕϕ ~
t

, краевое условие (10) примет вид: 

( ) .0,0

222~

=∞=
′′
′

+⋅
′

−

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

⋅+
′

−+
′
′

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

⋅+
′

+−

−
−−

−−+

ϕϕνϕν

ϕνννμϕννμϕ

dt
d

zzt
z

dt
d

z
t

z
zt

z
k

z
z

z
zt

z zz  

Далее заметим, что задача оказалась фредгольмовой. 

( ) .0,

222 2

=∞Ω
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

Ω
′′
′

+Ω
′

+

+Ω⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

⋅+
′

−+
′

′
−Ω⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′
′

⋅+
′

+−=Ω

−++

++−

zzt
z

z
t

dt
d

z
zt

z
k

zt
z

z
zt

z zz

νν

νννμννμ  

Введя обозначения ψ=
′

Ω+

z
t

, ( ) 00 =ψ , приходим к следующей задаче: 
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( ) ( )ψψψψν −′−′−′=
′
Ω′ −

zatt
z

zt
tt

, ( ) 0=∞Ω− , ( ) 00 =ψ . 

Используя условие (6), имеем, что , 0=Ω− 0=ψ . 
Значит, союзная задача имеет только тривиальное решение. В силу тео-

ремы и так как область ищется в классе близких областей, к уравнению при-
меним принцип сжатых отображений. Теорема доказана. 
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