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Исследуется краевая задача для уравнения конвекции-диффузии-реакции. 
Доказывается существование сильного решения, обосновывается сходи-
мость метода Галеркина, приводятся численные примеры расчета концен-
трации загрязняющего вещества в зависимости от функции распада. 
 
The boundary value problem for the convection-diffusion-reaction equation is 
investigated. The existence of a strong solution is proved, the convergence of 
Galerkin’s method is justified, and calculation results of the pollutant concentra-
tion versus disintegration function are provided. 
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Важнейшей задачей прикладной экологии является защита окружающей 
среды от антропогенных загрязнений. Применение метода математического 
моделирования к исследованию процессов распространения загрязняющих 
веществ в природных водоемах или в атмосфере приводит к необходимости 
решения начально-краевых задач для дифференциальных уравнений в част-
ных производных, описывающих распространение загрязнений в рассматри-
ваемых областях. Параметры, входящие в уравнение переноса загрязнений и 
граничные условия, являются важными характеристиками распространения 
примеси, поэтому решение указанных задач играет большую роль в приклад-
ной экологии. 

Данная работа посвящена теоретическому исследованию краевой задачи 
для двумерного стационарного уравнения конвекции-диффузии-реакции, 
описывающего концентрацию загрязняющего вещества в ограниченной об-
ласти на плоскости. Исследуется разрешимость и единственность решения 
поставленной задачи, зависимость ее решения от функции распада загряз-
няющего вещества за счет химических реакций. Рассматривается решение 

                                                 
1 Статья написана под научным руководством д - р физ. - мат. наук, проф. Зарубина А. Г. 
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уравнения конвекции-диффузии-реакции с помощью метода Галеркина и до-
казывается сходимость этого метода применительно к рассматриваемой зада-
че.  
 
1. Постановка задачи и теорема существования 

 
Пусть  – выпуклый, ограниченный многоугольник в пространстве Ω 2R . 

Рассмотрим краевую задачу нахождения концентрации ϕ  загрязняющего 
вещества [1] 

+Δ− ϕλ u ,f=+∇ κϕϕ                                       (1.1) 
,0),( =

Γ
yxϕ div u = 0.                                    (1.2) 

Здесь 0>= constλ  – коэффициент диффузии, u = (u, v) – вектор скоро-
сти, κ  – функция, характеризующая распад загрязняющего вещества за счет 
химических реакций,  – плотность объемных источников. f

В дальнейшем нам потребуются функциональные пространства, опреде-
ления и основные свойства которых можно найти в [2]. Это пространство Ле-
бега  и пространства С. Л. Соболева . Обозначим через 1),( ≥Ω pLp )(Ωl

pW

)(Ω+C  множество непрерывных неотрицательных функций, определенных в 

Ω ,  – множество соленоидальных функций из пространства . )(ΩJ )(1
2 ΩW

 
Теорема 1. Пусть )(),(),(),( 2 Ω∈Ω∈ +CyxLyxf κ , u  Тогда 

задача (1.1) – (1.2) имеет решение 
).(Ω∈ J

),( yxϕ  из пространства 

, и оно единственно. )()(
0

1
2

2
2 ΩΩ WW I

 
 Доказательство. Данную теорему докажем с использованием альтерна-
тивы Фредгольма. 
 Введем оператор  по формуле )()(: 2

2
2 Ω→Ω LWCψ

(=ψC u .), κψψ +∇                                        (1.3) 

 Здесь ).()(
0

1
2

2
2 ΩΩ∈ WW Iψ  

 Уравнение (1.1) перепишется следующим образом: 

.11 fС
λ

ϕ
λ

ϕ =+Δ−                                          (1.4) 

 Оператор  является линейным вполне непрерывным оператором из 

, что немедленно следует из теорем вложения [2]. 

C

)()()( 2

0
1
2

2
2 Ω→ΩΩ LWW I

 Оператор  имеет обратный ограниченный [3] Δ−
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)()()(:)(
0

1
2

2
22

1 ΩΩ→ΩΔ− − WWL I . 
 Обозначим ϕψ Δ−= . Уравнение (1.4) эквивалентно уравнению 

( ) fС
λ

ψ
λ

ψ 1)(1 1 =Δ−+ −                                       (1.5) 

в пространстве   с вполне непрерывным оператором  )(2 ΩL .)( 1−Δ−С
 Однородное уравнение (1.5) равносильно краевой задаче 

((1
λ

ϕ +Δ− u ,0)), =+∇ κϕϕ                                   (1.6) 

.0),( =
Γ

yxϕ                               

 Умножим уравнение (1.6) скалярно на ϕ  в )(2 ΩL , тогда в силу принад-

лежности κ  множеству )(Ω+C  и  u – множеству )(ΩJ  получим: 

.02

)(2
≤∇

ΩL
ϕ  

Отсюда следует, что .0),( =yxϕ  Таким образом, по альтернативе Фредголь-

ма [4] задача (1.1) – (1.2) имеет решение , решение 
единственно. Теорема доказана. 

)()(),(
0

1
2

2
2 ΩΩ∈ WWyx Iϕ

 
 Каждому )(),( Ω∈ +Cyxκ  ставится в соответствие единственное 

, поэтому определен оператор  )()(),(
0

1
2

2
2 ΩΩ∈ WWyx Iϕ

)()()(:
0

1
2

2
2 ΩΩ→Ω+ WWCA I , ϕκ =A . Оператор A  не является линейным 

и, как будет установлено ниже, удовлетворяет условию Липшица. 
 
 Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда для любых 

 справедлива следующая оценка: )(, 21 Ω∈ +Сκκ
,

)(211)(21
2 ΩΩ

−≤−
CL

CAA κκκκ   

где 
)(21

2

4
Ω

=
L

fC
λ

. 

 Доказательство. Для заданных 1κ  и 2κ  задача (1.1) – (1.2) имеет реше-
ния 1ϕ  и 2ϕ , тогда для разности 21 ϕϕ −  будет верно тождество 

(1))(( 21 λ
ϕϕ +−Δ− u ( ) .01))(, 221121 =−+−∇ ϕκϕκ

λ
ϕϕ  

Умножим полученное равенство на 21 ϕϕ −  скалярно в )(2 ΩL , получим 
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.1)(
)(12)(2)(21

2

)(21
222 ΩΩΩΩ

−−≤−∇
LLCL

ϕϕϕκκ
λ

ϕϕ  

Применим неравенство Фридрихса: 

,1
2
1

)(12)(2)(21
2

)(21
222 ΩΩΩΩ

−−≤−
LLCL

ϕϕϕκκ
λ

ϕϕ  

.42
)(21)(2)(2)(21)(21

222 ΩΩΩΩΩ
−≤−≤−

CLLCL
f κκ

λ
ϕκκ

λ
ϕϕ  

 Теорема доказана. 
 
2. Метод Галеркина и численный эксперимент 

 
 Как показано в [3], оператор  является компактным оператором в 1)( −Δ−

)(2 ΩL . Нетрудно видеть, что оператор  является самосопряженным, 
следовательно, он имеет полную ортонормированную систему  в 

1)( −Δ−
),( yxeks

)(2 ΩL . Функции . )()(),(
0

1
2

2
2 ΩΩ∈ WWyxeks I

 Пусть  – ортопроектор в nP )(2 ΩL  на линейную оболочку первых n соб-

ственных функций nskyxeks ,1,),,( = . Приближенное решение задачи (1.1) 
– (1.2), построенное по методу Галеркина, ищется в виде конечной суммы 

∑∑
= =

=
n

k

n

s
ksn ysxkayx

1 1
),sin()sin(),( ππϕ  

где неизвестные коэффициенты  находятся из системы, равносильной 
операторному уравнению 

ksa

⎜
⎝
⎛+Δ− (1
λ

ϕ nn P u ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞+∇ fPnnnn λ

ϕκ
λ

ϕ 11), .  

 
Теорема 3. Пусть )(),(),(),( 2 Ω∈Ω∈ +CyxLyxf κ , u ).()( ΩΩ∈ СJ I  

Тогда приближенные решения ),( yxnϕ  существуют при каждом n, они схо-

дятся к точному решению ),( yxϕ  по норме пространства , и верны 
оценки: 

)(2
2 ΩW

,2
)(2 n

C
Ln ≤−

Ω
ϕϕ  

где  не зависит от n. 2C
 
 Доказательство. Проверим, что для задачи (1.1) выполнены условия, 
приведенные в работе [5]. 
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 Покажем, что оператор  подчинен оператору С Δ−  с порядком 2/1=τ . 
Действительно,  

( )[ ]
)()()()()()()( 22222

11,1
ΩΩΩΩΩΩΩ

+∇≤+∇=
LСLCLLL

uuC ϕκ
λ

ϕ
λ

κϕϕ
λ

ϕ . 

По неравенству Фридрихса 

( )
)()()()( 22

21
ΩΩΩΩ

∇+≤
LСCL

uC ϕκ
λ

ϕ . 

Нетрудно видеть, что 

.
)()(

2

)( 222 ΩΩΩ
Δ−≤∇=⋅Δ−

LLL
ϕϕϕϕϕ  

Отсюда и из предыдущего получаем 

( ) .21 2/1

)(

2/1

)()()()( 222 ΩΩΩΩΩ
Δ−+≤

LLСCL
uC ϕϕκ

λ
ϕ  

Теорема доказана. 
 
 Пусть ),( yxmκ  сходится к неотрицательной функции ),( yxκ  по норме 

пространства )(ΩC . 

  ϕ  – точное решение, соответствующее ),( yxκ , nϕ  – приближенное 

решение для ),( yxκ , nmϕ  – приближенное решение для ),( yxmκ . 

 Из теорем 2, 3 для разности ϕϕ −nm  справедлива следующая оценка: 

n
CC

CmLnm
2

)(1)(2
+−≤−

ΩΩ
κκϕϕ . 

 
 Приведем некоторые результаты вычислительных экспериментов. Пусть 
область  есть квадрат Ω 10,10 ≤≤≤≤ yx . Пусть последовательность 

функций распада ),( yxmκ  имеет вид , она сходится к нулю.  xym
m eyx

2

),( −=κ
  

 Пусть n = 5, 1=λ , . На рис. 1, 2 приведены результаты 

расчетов при m = 1, m = 10. 

xyeyxf =),(
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Рис.1. Решение задачи (1.1)–(1.2) при n = 5, m = 1 

 

 
Рис.2. Решение задачи (1.1)–(1.2) при n = 5, m = 10 

 68



 

ПРОЕКЦИОННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ  
КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ  
КОНВЕКЦИИ-ДИФФУЗИИ-РЕАКЦИИ 
 

 Пусть n = 10, 1=λ , . На рис. 3, 4 приведены результа-
ты расчетов при m = 1, m = 10. 

xeyxf +−= 1),(

 
Рис.3. Решение задачи (1.1)–(1.2) при n = 10, m = 1 

 

 
Рис.4. Решение задачи (1.1)–(1.2) при n = 10, m = 10 
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