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В работе исследована одна обратная краевая задача для дифференциально-
го уравнения с частными производными четвертого порядка  с интеграль-
ным граничным условием. Сначала исходная задача сводится к эквива-
лентной задаче, для которой доказывается теорема существования и един-
ственности решения. Далее, пользуясь этими фактами, доказывается суще-
ствование и единственность классического решения задачи. 
 
In this paper an inverse problem for the pseudohyperbolic fourth order equation 
of with periodical boundary conditions is investigated. First of all the initial 
problem is reduced to the equivalent problem, for which the theorem of existence 
and uniqueness is proved. Then using these facts we prove the existence and 
uniqueness of the classical solution of the initial problem. 

 
Ключевые слова: обратная краевая задача, дифференциального уравнения с 
частными производными, метод Фурье, классическое решение. 

 
Введение 

В  настоящее время теория нелокальных задач интенсивно развивается, и 
представляют собой важный раздел теории дифференциальных уравнений с 
частными производными. Большой интерес в этой области представляют за-
дачи с нелокальными интегральными условиями. Появление интегральных  
условий связно с тем, что при изучении некоторых физических процессов 
границы областей их протекания могут оказаться недоступными для непо-
средственных измерений, но известно среднее значение искомых величин. 
Условия такого вида могут появиться при математическом моделировании 
явлений, связанных с физикой плазмы [1], распространением тепла [2, 3], 
процессом влагопереноса в капилярно – пористых  средах [4],  вопросами де-
мографии и математической  биологии.  
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Постановка  задачи и ее сведение к эквивалентной задаче 
Рассмотрим для уравнения  

),(),()(),(),(),( txftxutatxutxutxu xxxxttxxtt +=+−                     (1) 
в области }0,10:),{( TtxtxDT ≤≤≤≤=  обратную краевую задачу с 
начальными условиями 

)10()()0,(),()0,( ≤≤ψ=ϕ= xxxuxxu t ,                            (2) 
периодическими условиями   

)0(),1(),0(),,1(),0(),,1(),0( Tttutututututu xxxxxx ≤≤=== ,          (3) 
нелокальным интегральным условием  

∫ =
1

0

0),( dxtxu   )0( Tt ≤≤                                       (4) 

и с дополнительным условием 
)0()(),( 0 Ttthtxu ≤≤= ,                                     (5) 

где )1,0(0 ∈x - фиксированное число,  ),( txf , )(xϕ , )(xψ , )(th  - заданные 
функции, а ),( txu  и )(ta  - искомые функции. 
 
Определение.  

Классическим решением обратной краевой задачи (1)-(5) назовём пару 
)}(),,({ tatxu  функций ),( txu  и )(ta , обладающих следующими свойствами: 

1) функция ),( txu  непрерывна в TD  вместе со всеми своими производ-
ными, входящими в уравнение (1); 

2) функция )(ta  непрерывна на ],0[ T ; 
3) все условия (1)-(5) удовлетворяются в обычном смысле. 
Справедлива следующая 

 
Лемма 1.  

Пусть ],0[)(],1,0[)(),(),(),( 2 TCthCxxDCtxf T ∈∈ψϕ∈ , ,0)( ≠th   

),0(0),(
1

0

Ttdxtxf ≤≤=∫ ,0)(,0)(
1

0

1

0
∫∫ =ψ=ϕ dxxdxx  

)0()(),0()( 00 hxhx ′=ψ=ϕ . 
Тогда задача нахождения классического решения задачи (1)-(5) эквива-

лентна задаче определения функций  ),( txu  и  )(ta , обладающих свойствами 
1) и 2) определения классического решения задачи (1)-(5), из   (1)-(3)  и 

)0(),1(),0( Tttutu xxxxxx ≤≤= ,                                    (6) 
)0(),(),()(),()()( 000 Tttxutxuthtxftath xxxxttxx ≤≤+−′′=+ ……..(7) 
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Доказательство.  
Пусть )}(),,({ tatxu  является решением задачи (1)-(5). Интегрируя урав-

нение (1)  по x  от 0 до 1, имеем: 

=−+−−∫ )),0(),1(()),0(),1((),(
1

0
2

2

tutututudxtxu
dt
d

xxxxxxttxttx  

)0(),(),()(
1

0

1

0

Ttdxtxfdxtxuta ≤≤+= ∫∫                        (8) 

Допуская, что 0),(
1

0

=∫ dxtxf )0( Tt ≤≤ и с учётом (3),(4), легко приходим 

к выполнению (6).  
Отсюда легко приходим к выполнению (6). 
Далее, считая ],0[)( 2 TCth ∈  и дифференцируя  два раза  (5), получаем: 

)0()(),( 0 Ttthtxutt ≤≤′′= .                                     (9) 
Далее, из (1)  имеем: 

)0(),(),()(),(),(),( 00000 Tttxftxutatxutxutxu xxxxttxxtt ≤≤+=+− .  (10) 
Отсюда, с учетом (5) и (9), приходим к выполнению (7). 
Теперь, предположим, что )}(),,({ tatxu  является решением задачи (1)-

(3), (6), (7).  Тогда из (8), с учётом (3) и (6), находим: 

)0(0),()(),(
1

0

1

0
2

2

Ttdxtxutadxtxu
dt
d

≤≤=− ∫∫ .                   (11) 

В силу (2) и 0)(
1

0

=ϕ∫ dxx , ∫ =ψ
1

0

,0)( dxx  очевидно, что 

0)()0,(
1

0

1

0

=ϕ= ∫∫ dxxdxxu ,  0)()0,(
1

0

1

0

=ψ= ∫∫ dxxdxxut .              (12)  

Так как  задача (11), (12) имеет только тривиальное решение, то  

0),(
1

0

=∫ dxtxu ),0( Tt ≤≤  т.е. выполняется  условия (4).           

Далее, из (7) и (10), получаем: 

 )0())(),()(())(),(( 002

2

Ttthtxutathtxu
dt
d

≤≤−=− .               (13) 

В  силу (2) и )0()(),0()( 00 hxhx ′=ψ=ϕ ,  имеем: 
.0)0()()0(),(,0)0()()0(),( 0000 =′−ψ=′−=−ϕ=− hxhtxuhxhtxu t

&    (14) 
Из (13) и (14),  заключаем, что выполняется условие (5). Лемма доказана. 
 

Исследование существования и единственности классического решения 
обратной краевой задачи 

Известно [5], что система 
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,...sin,cos,...,sin,cos,1 11 xxxx kk λλλλ                               (15) 
образует базис в )1,0(2L , где ,...)2,1(2 =π=λ kkk .  

Так как система (15) образует базис в )1,0(2L , то очевидно, что для каж-
дого классического решения )}(),,({ tatxu  задачи (1)-(3),(6),(7)  его первая 
компонента ),( txu  имеет вид: 

∑ ∑
∞

=

∞

=

π=λλ+λ=
0 1

21 )2(sin)(cos)(),(
k

k
k

kkkk kxtuxtutxu ,              (16) 

где 

xdxtxutudxtxutu kk λ== ∫∫ cos),(2)(,),()(
1

0
1

1

0
10 ,...)2,1( =k , 

xdxtxutu kk λ= ∫ sin),(2)(
1

0
2 ,...)2,1( =k . 

Применяя формальную схему  метода Фурье, для определения искомых 
коэффициентов ,...)1,0()(1 =ktu k  и ,...)2,1()(2 =ktu k  функции ),( txu ,  из (1) и (2) 
получаем: 

)0(),;()( 1010 TtautFtu ≤≤=′′ ,                                 (17) 

)0,...;2,1(),;()()()1( 11
4

1
2 TtkautFtutu kkkkk ≤≤==λ+′′λ+ ,          (18) 

,...),1,0()0(,)0( 1111 =ψ=′ϕ= kuu kkkk                          (19) 
)0,...;2,1(),;()()()1( 22

4
2

2 TtkautFtutu kkkkk ≤≤==λ+′′λ+ ,           (20) 
,...),2,1()0(,)0( 2222 =ψ=′ϕ= kuu kkkk                          (21) 

где 
,...)1,0(),()()(),;( 111 =+= ktftutaautF kkk , 

,...),2,1(cos),(2)(,),()(
1

0
1

1

0
10 =λ== ∫∫ kxdxtxftfdxtxftf kk  

∫∫ ψ=ψϕ=ϕ
1

0
10

1

0
10 ,)(,)( dxxdxx ∫ λϕ=ϕ

1

0
1 cos)(2 xdxx kk ,

,...)2,1(cos)(2
1

0
1 =λψ=ψ ∫ kxdxx kk  

,...)2,1(sin),(2)(),()()(),;(
1

0
2222 =λ=+= ∫ kxdxtxftftftutaautF kkkkk ,

,...)2,1(sin)(2,sin)(2
1

0
2

1

0
2 =λψ=ψλϕ=ϕ ∫∫ kxdxxxdxx kkkk . 

Далее, из (17)-(21) находим: 
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)0(),;()()(
0

10101010 TtdauFtttu
t

≤≤τττ−+ψ+ϕ= ∫ ,                 (22) 

ττ−βτ
λ+β

+β
β

ψ+βϕ= ∫ dtauFtttu k

t

ik
kk

k
k

ikkikik )(sin),;(
)1(

1sin1cos)(
0

2   

)0,...;2,1;2,1( Ttki ≤≤==                                 (23) 
 

где 

2

2

1 k

k
k

λ+

λ
=β . 

После подстановки выражений ,...)1,0()(1 =ktu k  и ,...)2,1()(2 =ktu k  в 
(16), для определения компоненты ),( txu  классического решения 

)}(),,({ tatxu  задачи (1)-(3),(6),(7)   получаем: 

∑∫
∞

= ⎩
⎨
⎧

+β
β

ψ+βϕ+τττ−+ψ+ϕ=
1

11
0

101010 sin1cos),;()(),(
k

k
k

kkk

t

ttdauFtttxu  

{∑∫
∞

=

+βϕ+λ
⎭
⎬
⎫
ττ−βτ

λ+β
+

1
2

0
12 coscos)(sin),;(

)1(
1

k
kkk

t

kk
kk

txdtauF  

xdtauFt k

t

kk
kk

k
k

k λ
⎭
⎬
⎫
ττ−βτ

λ+β
+β

β
ψ+ ∫ sin)(sin),;(

)1(
1sin1

0
222 .     (24) 

Теперь, из (7), с учетом (16), имеем: 

⎩
⎨
⎧ +λλ+′′λ+−′′= ∑

∞

=

−

1
01

2
1

2
0

1 cos))()((),()()()(
k

kkkkk xtututxfththta  

⎭
⎬
⎫λλ+′′λ+∑

∞

=1
02

2
2

2 sin))()((
k

kkkkk xtutu .                          (25) 

Далее, из (17) и (19), в силу (23), получаем: 

+βψβ+βϕβ+β
λ

=λ+′′λ ttautFtutu kikkkikkikk
k

ikkikk sincos),;(1))()(( 22
2

22  

,...)2,1;2,1()(sin),;(
1 0

2 ==ττ−βτ
λ+

β
+ ∫ kidtauF

t

kik
k

k .              (26) 

Тогда из (25), с учетом (26), находим: 

+βϕβ
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎩
⎨
⎧

+β
λ

+−′′= ∑
∞

=

− tautFtxfththta kkk
k

kk
k

cos),;(1),()()()( 1
2

1
1

2
20

1  

+λ
⎭
⎬
⎫
ττ−βτ

λ+
β

+βψβ+ ∫ 0
0

121 cos)(sin),;(
1

sin xdtauFt kk

t

k
k

k
kkk  
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+βψβ+βϕβ
⎩
⎨
⎧

+β
λ

+∑
∞

=

ttautF kkkkkk
k

kk
k

sincos),;(1
22

2

1
2

2
2  

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

λ
⎭
⎬
⎫
ττ−βτ

λ+
β

+ ∫ 0
0

22 sin)(sin),;(
1

xdtauF kk

t

k
k

k .                 (27) 

Таким образом, решение задачи (1)-(3),(6),(7) сведено к решению систе-
мы (24), (27) относительно неизвестных функций ),( txu  и )(ta . 

Для изучения вопроса единственности решения задачи (1)-(3), (6), (7) 
важную роль играет следующая  
 
Лемма 2.  

Если  )}(),,({ tatxu  - любое классическое решение задачи (1)-(3),(6) ,(7), 
то функции 

xdxtxutudxtxutu kk λ== ∫∫ cos),(2)(,),()(
1

0
1

1

0
10    ,...)2,1( =k , 

xdxtxutu kk λ= ∫ sin),(2)(
1

0
2    ,...)2,1( =k  

удовлетворяют системе (22), (23).  
 
Замечание.  

Из леммы 2 следует, что для доказательства единственности решения за-
дачи (1)-(3), (6), (7) достаточно доказать единственность решения системы 
(24), (27).  

Теперь рассмотрим следующие пространства: 
Обозначим через 5

,2 TB  ]6[ , совокупность всех функций  вида 

∑∑
∞

=

∞

=

λ+λ=
0

2
0

1 sin)(cos)(),(
k

kk
k

kk xtuxtutxu   )2( kk π=λ , 

рассматриваемых в TD , где каждая из функций )(1 tu k  ,...)1,0( =k  и )(2 tu k  
,...)2,1( =k непрерывна на ],0[ T  и 

2
1

1

2
],0[2

5
2
1

1

2
],0[1

5
],0[10 ))(())(()()( ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ+≡ ∑∑

∞

=

∞

= k
TCkk

k
TCkkTCT tututuuJ . 

Норму в этом множестве определим так: 
)(),( 5

,2
uJtxu TB T

= . 

Через 5
TE  обозначим пространство ],0[5

,2 TCB T ×  вектор-функций  
)}(),.({),( tatxutxz =  с нормой 

],0[
)(),( 5

,2
5 TCBE

tatxuz
TT
+= . 

Очевидно, что 5
,2 TB  и 5

TE  являются банаховыми пространствами. 
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Теперь рассмотрим в пространстве 5
TE  оператор 

)},(),,({),( 21 auauau ΦΦ=Φ , 
где 

∑∑
∞

=

∞

=

λ+λ≡=Φ
1

2
0

11 sin)(~cos)(~),(~),(
k

kk
k

kk xtuxtutxuau ,                     

)(~),(2 taau =Φ ,                                                  
где  )(~

10 tu , )(~ tuik  ,...)2,1;2,1( == ki  и )(~ ta  равны соответственно правым ча-
стям  (21), (22) и (26). 

Очевидно, что 

kkk λ<β<λ
2

1 . 

Тогда с помощью нетрудных преобразований находим: 

],0[10],0[
2

2
1

0

2
101010],0[10 )()()()(~

TCTC

T

TC
tutaTdfTTTtu +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ττ+ψ+ϕ≤ ∫ ,  (28) 

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ψλ+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕλ≤⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ ∑∑∑

∞

=

∞

=

∞

=

2
1

1

24
2
1

1

25
2
1

1

2
],0[

5 )(22)(2))(~(
k

ikk
k

ikk
k

TCikk tu  

2
1

1

2
],0[

5
],0[

2
1

0 1

22 ))(()(22))((22 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ττλ+ ∑∫∑

∞

=

∞

= k
TCikkTC

T

k
ikk tutaTdfT  )2,1( =i  (29) 

( ) ( ) [ ]
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ϕλ+−′′≤ ∑ ∑

=

∞

=

−
2

1

2
1

1

25
,00],0[

1
],0[

)(
12

6,)()(~
i k

ikkTCTCTC
txfththta  

∑ ∫∑∑ ∑
=

∞

==

∞

=

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ττλ+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ψλ+

2

1

2
1

0 1

22
2

1

2
1

1

24 ))((
12
6)(

12
6

i

T

k
ikk

i k
ikk dfT  

∑ ∑ ∑∑
= =

∞

=

∞

= ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ λ+

2

1

2

1

2
1

1

2
],0[

5
],0[

2
1

1

2
],0[

2 ))(()()1(
12

6))((
12

6
i i k

TCikkTC
k

TCikk tutaTtf .(30)  

Предположим, что данные задачи (1)-(3),(6) ,(7)  удовлетворяют следу-
ющим условиям: 

1. )1,0()(],1,0[)( 2
)5(4 LxCx ∈ϕ∈ϕ   и            

    ( ) ( ) )1()0(),1()0(),1()0(),1()0(),1()0( 44 ϕ=ϕϕ ′′′=ϕ ′′′ϕ′′=ϕ′′ϕ′=ϕ′ϕ=ϕ . 
2. )1,0()(],1,0[)( 2

)4(3 LxCx ∈ψ∈ψ   и      
   )1()0(),1()0(),1()0(),1()0( ψ ′′′=ψ ′′′ψ ′′=ψ ′′ψ′=ψ′ψ=ψ . 
3. )(),(),(),(),,( 2 TxxTx DLtxfDCtxftxf ∈∈   и   
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   )0(),1(),0(,),1(),0( Tttftftftf xx ≤≤== . 
4. 0)(],,0[)( 2 ≠∈ thTCth   )0( Tt ≤≤ .  
Тогда из (28)- (30) получаем: 

+ψ+ϕ≤
)1,0()1,0(],0[10 22
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Далее, из (31) и (32) находим: 
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Теперь из (33) имеем: 
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Из неравенств (34) и (35) заключаем: 
5

,2
5

,2
),()()()()(~),(~

],0[],0[ TT BTCTCB
txutaTBTAtatxu +≤+ ,       (36) 

где 
)()()( 11 TBTATA += , )()()( 22 TBTATB += . 

Итак, можно доказать следующую теорему. 
 
Теорема 1.  

Пусть выполнены условия 1-4 и 
1)2)()(( 2 ≤+TATB .                                   (37) 

Тогда задача (1)-(3), (6), (7) имеет в шаре  )2)(( 5 +=≤= TARzKK
TER  из  

5
TE  единственное решение.  

 
Доказательство.  

В пространстве  5
TE  рассмотрим уравнение 

zz Φ= ,                                                         (38) 
где },{ auz = , а компоненты )2,1( =Φ ii  оператора ),( auΦ  определены пра-
выми частями (23), (26) соответственно. 

Рассмотрим, оператор ),( auΦ  в шаре RKK =  из 5
TE . Аналогично (35) 

получаем, что для любых  RKzzz ∈21,,  справедливы оценки: 

5
,2

5 ),()()()(
],0[ TT BTCE

txutaTBTAz +≤Φ ,                              (39) 

)),(),()()(()( 5
,2

5 21],0[2121
TT BTCE

txutxutataRTBzz −+−≤Φ−Φ .               (40) 

Тогда из оценок (38) и (39), с учетом (37), следует, что оператор Φ  дей-
ствует в шаре RKK =  и является сжимающим. Поэтому в шаре RKK =  опе-
ратор Φ  имеет единственную неподвижную точку },{ au , которая является 

единственным в шаре RKK =  решением (38), т.е. является единственным в 
шаре RKK =  решением системы (24), (27). 

Функция  ),( txu , как элемент пространства 5
,2 TB , непрерывна и имеет не-

прерывные производные ),( txux , ),(),,(),,( txutxutxu xxxxxxxxx  в  TD . 
Теперь из (18) и (20)  имеем: 
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Отсюда следует, что   ),,( txutt  ),( txuttx , ),( txuttxx  непрерывны в TD . 
Легко проверить, что уравнение (1) и условия (2), (3), (6) и (7) удовле-

творяются в обычном смысле. Значит,  )}(),,({ tatxu  является классическим 
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решением задачи (1)-(3), (6), (7) и в силу леммы 2 это решение единственно. 
Теорема доказана. 

С помощью леммы 1, легко доказывается следующая 
 
Теорема 2.  

Пусть выполнены все условия теоремы 1 и  

∫ =
1

0

0),( dxtxf  )0( Tt ≤≤ , ∫ =ϕ
1

0

0)( dxx , ∫ =ψ
1

0

0)( dxx , 

)0()( 0 hx =ϕ ,  )0()( 0 hx ′=ψ . 
Тогда задача (1)-(5) имеет в шаре )2)(( 5 +=≤= TARzKK

TER   из 5
TE  

единственное классическое решение. 
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