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Исследуется комбинированный метод нахождения приближенного 
решения линейного дифференциально-операторного уравнения в 
гильбертовом пространстве. Устанавливаются оценки скорости 
сходимости приближенных решений к точному в узлах сетки. 
 
This article investigates the combined method the approximated solution for 
the linear differentially functional equations in Hilbert's space. Estimations of 
velocity convergence of the approximated solutions to exact in knots of a 
grid are established. 

 
1. Постановка задачи  
 

Пусть  – сепарабельное гильбертово пространство, плотно 
вложенное в сепарабельное гильбертово пространство 

1H
H  с нормой  

.⋅≡⋅
H

 
Через B2=B2(0,T,H) обозначим гильбертово пространство всех сильно 
измеримых на [0,T] со значениями в H  функций, для которых конечна 
норма 
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Рассмотрим функции  со значениями в  имеющие 
непрерывную производную 

)(tu ,1H
)(tu′  в  Во множестве таких функций 

введем норму 
.H

 

( ) .)()(')(
2
1

0

22

2,1 1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= ∫

T

H
dttututu  

Пополнение данного множества по этой норме есть гильбертово 
пространство  

B1
2=B1

2(0,T;H,H1). 
 
В пространствеH   рассмотрим задачу Коши  

          .0)0(),()()()( ==++′ uthtKutAutu                                                    (1) 
Операторы A  и K  удовлетворяют условиям: 

1) A  - самосопряженный, положительно определенный оператор в H  с 
областью определения 1H)A(D = ; 
2) оператор K  подчинен оператору A с порядком α, т.е. (см. [1, с. 176]) 
для любого 1Hz∈  существует положительная постоянная  такая, что  ,M

 
                 ;10,1 <≤≤ − ααα zAzMKz                                                      (2) 
 
3) оператор B - сходный с оператором A  (см. [2, с. 292]) и операторы  ,A
B  образуют острый угол (см. [3]), т.е. ( ) ,, BzAzmBzAz H ≥  где 
постоянная  не зависит от выбора  из   0>m z .1H

 Будем предполагать, что 1−B   и  вполне непрерывны в   
Обозначим через 

1−A .H
KK ,,,, 21 nϕϕϕ  полную систему собственных элементов 

оператора  которым соответствуют собственные числа ,B
∞→≤≤≤< nn λλλλ ,,0 21 KK при .∞→n  

Линейную оболочку элементов nϕϕϕ ,,, 21 K  обозначим через  
Пусть  - оператор ортогонального проектирования 

.nH

nP H  на  .nH
В подпространстве nH  рассмотрим задачу  

 
       .0)0(),()()()( ==++′ nnnnnnn uthPtKuPtAuPtu                         (3) 
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Решения )  задачи (3) называются приближенными решениями 
задачи (1), построенными по методу Фаэдо-Галеркина. Решением в  B1

2 
задачи (1) называют абсолютно непрерывную функцию  которая 
почти при всех  удовлетворяет уравнению и начальному условию (1). 

(tun

),(tu
t

Из сходности операторов B  и  а также  неравенств острого угла и 
(2) следует, что оператор 

,A
K  подчинен оператору B  c   порядком .α  

На отрезке [0,T] введем равномерную сетку 
{ }.,,,1,0, TNNssts ==== ττϖ K   

Вектор  где  для любого  и { } ,0
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nn == ϖϖ τ ns

n H∈ϖ s
 

∑
=

=
n

j
j

s
j

s
n

1

,ϕαϖ  

является решением  системы алгебраических  уравнений: 
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                                        (4) 

.1,,2,1,,0 1
210 −=== Nsnn Kϕτϖϖ                                                 (5) 

 
Решение  задачи (4)-(5) будем называть приближенным решением 
задачи (1), построенным по проекционно-разностному методу.  

s
nϖ

 
2. Оценки погрешности проекционно-разностного метода   
 

Вначале исследуем метод Фаэдо-Галеркина (3) для задачи Коши (1).  
В дальнейшем через  iM ),2,1( K=i  будем обозначать 

положительные постоянные, независящие от n   и .t  
Установим ряд оценок на галеркинские приближения.  
 

 Лемма. Пусть функция ( ) ( ),;,03 HTCth ∈ , ( ) ,00 =h  ( ) ,0 2
3
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛∈′ BDh  

операторы  ,A ,K B  удовлетворяют условиям 1)—3),  операторы K  и  
2

1−
B   перестановочны. Тогда при каждом  задача (3) имеет решение n
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( )tun   из пространства ( )HTC ;,04   и оно единственно. Причем 
справедливы оценки 

 
( ) ( ) ,1MtAutu n ≤+′                                                             (6) 

( ) ( ) ,2MtuAtu n ≤′+′′                                                            (7) 

( ) ( ) .3MtuAtu n ≤′′+′′′                                                            (8) 
 

Доказательство. Задача (3) равносильна задаче Коши для 
нормальной системы обыкновенных дифференциальных уравнений с 
трижды непрерывно дифференцируемыми  коэффициентами и правой 
частью из  поэтому задача (3) имеет при каждом  решение  
из  и оно единственно.  

( ,,03 TС )
)

n ( )tun

( HTC ;,04

Умножим уравнение (3) скалярно в H  на  и проинтегрируем от 
0 до 

nBu
.T≤ς  Используя неравенство острого угла и дробные степени 

оператора  получаем ,B
 

( ) ( ) ( )( )∫ ∫∫ +≤+
−−

ς ςς

ς
0 00

211

2

2
1

.,,
2
1 dtButhdtBuKudtBuBAmuB HnHnnnn  

 
Воспользуемся ε -неравенством и  подчиненностью оператора K   

оператору B  c порядком ,α  тогда  
 

( ) ∫ ∫ +≤+ −+−−−
ς

α
ς

αα
ς

0

1

0

11211

2

2
1

2
1 dtuBuABMdtBuBAmuB nnnn  

( ) .
2
1

2
2

2,0
0

2 thdtBun ε
ε ς

+∫  

 
Применим к первому слагаемому правой части последнего соотношения 
неравенство Юнга  (см. [4, с. 74]) и выберем 0>ε достаточно малым, 
тогда 
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( ) ( ) .
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ς ς

ς thMdtuMdtBuMuB nnn  

 
 Так как оператор B  положительно определен, то  
 

( ) ( ) .
0

2

2,06

2

2
1

0
7

2
4

2

2
1

∫ ∫ +≤+
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ς thMdtuBMdtBuMuB nnn      

(9) 
 

Из (9) и неравенства Гронуолла (см. [4, с. 112])   вытекает оценка  
 

.8
2
1

MuB n ≤                                                                      (10) 

 
Из (9) и (10) следует  
 

.92,0
MBun ≤                                                                    (11) 

 
Так как функция  принадлежит пространству ( )th ( ),;,03 HTC  а решение 

 при каждом  принадлежит пространству ( )tun n ( ),;,04 HTC  то  уравнение 
(3) можно продифференцировать по  поэтому, полагая   
имеем 

,t ( ) ( ),tvtun =′

 
( ) ( ) ( ) ( ),thPtKvPtAvPtv nnnnnn ′=++′                                     (12) 

 
( ) .00 =nv                                                                               (13) 

 
Далее, используя методику вывода неравенства (9), получаем 
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2
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∫ ∫ ′+≤+
ς ς

ς thPMdtvBMdtBvMvB nnnn   (14) 
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Из (14), аналогично получению оценок (10), (11), имеем 

.10
2
1

MvB n ≤                                                                      

(15) 
 

.112,0
MBvn ≤                                                                    (16) 

 
Далее, из (3) следует 

( ) .thKuuAuP nnnn ++′≤  
 
Так как  верны неравенства (2), (10), (15), то  

( ) .sup
0

1
8

1

2
1

2
1

10 thMBAuMmBMAuP
Tt

nnn
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−

−
−−−

++≤ α

α
αα  

 
Отсюда и из неравенства острого угла имеем 

( ) .sup
0

1
8

1

2
1

2
1

10 thMBAuMmBMAum
Tt

nn
≤≤

−

−
−−−

++≤ α

α
αα  

Так как ,10 <≤α  то из последнего неравенства вытекает  
 

.12MAun ≤                                                                       (17) 
 

Из (15) и (17)  следует оценка (6). 
Дифференцируя (13) по  и обозначая через t ( ) ( ),tvtw nn ′=  приходим к 

задаче  
 

( ) ( ) ( ) ( ),thPtKwPtAwPtw nnnnnn ′′=++′                               (18) 
 

( ) ( ).00 hPw nn ′=                                                                   
(19) 

 
Для  справедлива оценка ( )twn
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Отсюда, используя  неравенства (10), (11), (15), (16), получаем 
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Так как ( ) ,0 2
3
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛∈′ BDh  то  

( ) ( ) .00 15
2
1

2
1

2
1

2
1

MhBBPBhPB nn ≤′=′
−

 

 
Поэтому, применяя к предыдущему соотношению неравенство Гронуолла, 
получаем оценки  

,16
2
1

MwB n ≤                                                                  

(20) 
.172,0

MBwn ≤                                                                (21) 
Из (12) следует 

( ) .sup
0

thKvvAvP
Tt

nnnn ′++′≤
≤≤

 

 
Отсюда и из  (20) следует 

( ) .sup
0

18 thKvMAvP
Tt

nnn ′++≤
≤≤

 

 
Далее, по аналогии с выводом оценки (17) можно получить 

.19MAvn ≤                                                                    (22) 
Из (20) и (22) вытекает (7). 

 Дифференцируя уравнение (18) по t   и полагая ( ) ( ,ttw nn )θ=′  имеем 
 

( ) ( ) ( ) ( ),thPtKPtAPt nnnnnn ′′′=++′ θθθ  
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( ) ( ) ( ) ( ).0000 hKPPhAPPhP nnnnnn ′−′−′′=θ  
Таким образом,  

( ) ( ) +′′′+≤+ ∫ ∫
ς ς

θθςθ
0
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2
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thPMdtBMdtBMB nnnn             (23) 

 

( ) ( ) ( ) .000(
2

2
1

hKPhAPhPB nnn ′−′−′′  

 
Из неравенства Э. Гайнца (см. [1, с.178]) и из сходности операторов A  и 
B  следует ограниченность операторов 2

1
2

1 −AB  и ,2
3

2
3 −BA  поэтому из 

(23) имеем 
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2
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hBMhPBBAABhAPPB nnn ′≤′≤′
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                      (24) 

 
В силу перестановочности операторов K  и 2

1−B  справедливо 
соотношение 
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Отсюда и из подчиненности оператора K  получаем 
 

( ) ( ) ( ) ( ) .0000 2
3
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1

2
3

12
3

21
2
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             (25) 

 
Из неравенств (23), (24), (25) вытекает соотношение  
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из которого следуют оценки 
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,24
2
1

MB n ≤θ                                                         

(26) 
.252,0

MB n ≤θ                                                       (27) 
 

Далее, применяя методику вывода оценок  (6), (7) с использованием  (26), 
(27), получаем (8).  Лемма доказана. 

 Запишем задачу (4)-(5) в виде  
 

( ) ,22 1111 −−++ +−−=+ s
n

s
nn

s
nnsn

s
nn

s
n APKPthPAP ϖϖτϖττϖτϖ                            (28) 

 
.,0 1

210 ϕτϖϖ == nn                                               (29) 
 

При любом  правая часть уравнения (28) принадлежит  Из 
свойств оператора 

1≥s .nH
A  и неравенства острого угла следует, что оператор 

API nτ+  имеет обратный  действующий из  ,)( 1−+ API nτ nH  в   
Следовательно, задача (28), (29) имеет  решение   из   

.nH
1+s

nϖ .nH
 В дальнейшем через  im ( )K,2,1=i  будем обозначать 

положительные постоянные, не зависящие от n   и   .s
 Теорема 1. Пусть выполнены условия леммы при .2

10 ≤≤α   Тогда 

для   и   верна оценка погрешности s
nϖ ( )sn tu

( )( ) .1,,1,0,sup 2
11

12
1

0
−=≤− +

+

≤≤
NsmtuB sn

s
n

Tt
Kτϖ               (30) 

Доказательство. Так как ( ) ,00 =nu  ( ) ,00 =′nu  то используя 
разложение  функции ( )tun  по формуле Тейлора в окрестности  точки 

  получим   ,0=t

( )( ) ( ) ( ) .
0

2
1

1
22

1

1
12

1

∫ ′′−+≤−
τ

τϕτλτϖ dttuBtuB nnn  

Отсюда в силу оценки (20), имеем 

( )( ) .2
161

22
1

1
12

1

τϕτλτϖ MuB nn +≤−  
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Далее, при  справедливо соотношение 1≥s
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
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(31) 
Рассмотрим величину  
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Из (31) получаем 
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Так как  – решение задачи (3), то  ( )tun
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+⎟

⎠
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⎜
⎝
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Из (32) и неравенства (8) вытекает оценка 
.2

3τψ Ms
n ≤                                                        

(33) 
Положим  
                                                  ( ).sn

s
n

s
n tuz −=ϖ  

При  имеем  а при 0=s ,00 =nz ,1=s  как показано выше, верна оценка  

,2
2

12
1

τmzB n ≤                                                    (34) 

где .161
2

1

12 Mm += ϕλ  При  справедливо тождество 1≥s

.
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s
n

s
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ψ
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−=+⎟⎟
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+

− −+−+

                   (35) 

Умножим (35) скалярно в H  на ( ),2 11 −+ + s
n

s
n zzBτ  используя неравенство 

острого угла, получим 
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Отсюда, применяя ε -неравенство, находим 
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ε  и используя (33), получаем 

( ) .2
21

3
52

3
1

3

211
3

2

12
12

12
1

s
n

s
n

s
n

s
n

s
n KzmMmzzBmzBzB −−−+−+ +≤++− τττ      (36) 

Известно (см. [1]), что если оператор K  подчинен оператору B  с 
порядком ,α  то для любого Hz∈  выполняется неравенство 

,zRzKB ≤−α  где  Отсюда и из (36) следует  .0>R
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Просуммируем последнее неравенство по  от 1 до s 1−≤ Nk  
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Отсюда, из (34) и разностного аналога неравенства Гронуолла  (см. [5])  
получаем (30). Теорема доказана. 

Из данной теоремы нетрудно получить оценку  
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Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда  
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Доказательство. В работе [6, с. 76] при предположениях, указанных 
выше, на операторы A   и K  и принадлежности ( )th  пространству B2 
установлены следующие соотношения: 
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Поэтому из теоремы 1 следует 
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Далее,  
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Отсюда и из согласованности интегральной и дискретной норм [7, c.287] 
получаем 
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Воспользуемся неравенством моментов [1, c.157] и (30), (39), (40), тогда  
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Из последнего неравенства вытекает (38). Теорема доказана. 
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