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Для полукоэрцитивной задачи Синьорини исследован модифицированный 
функционал Лагранжа. Показано совпадение множества седловых точек 
классического функционала Лагранжа со можеством седловых точек 
модифицированного функционала Лагранжа.  
 
The modified Lagrangian functional was investigated for Semicoercive 
Signorini's problem. It was shown that the set of saddle points of modified 
Lagrangian functional is the same as the set of saddle points of classical 
Lagrangian functional. 
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Рассматривается скалярная полукоэрцитивная задача Синьорини [1], [2]  
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Здесь 2R⊂Ω  – ограниченная область с достаточно гладкой регулярной 
границей ,  – заданная функция,  – след функции 

 на Γ . 

Γ )(2 Ω∈ Lf )(1/2
2 Γ∈Wvγ

)(1
2 Ω∈Wv
Задача (1) может не иметь решения. Однако если  

0,<Ω∫
Ω

df                                              (2) 

то  при +∞→)(vJ ∞→
Ω)(1

2W
v , Κ∈v  и, тем самым, решение задачи (1) 
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существует, более того, оно единственно [1]. 
На пространстве  определим классический функционал 

Лагранжа  
)()( 2

1
2 Γ×Ω LW

.)(=),( Γ− ∫
Γ

dvlvJlvL γ  

Пусть  – множество неотрицательных на  функций, 
интегрируемых со своим квадратом. 

+Γ))(( 2L Γ

В дальнейшем изложении предполагаем, что решение  задачи (1) 

принадлежит классу . Тогда пара 

u
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2 ΩW ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂
n
uu,  ( n  – вектор единичной 

внешней нормали к Γ ) является единственной седловой точкой функционала 
Лагранжа, т. е. [3], [4]: 
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Так как квадратичная форма  лишь неотрицательно 

определена на пространстве , то известные итерационные методы 
поиска седловой точки не обеспечивают свойство сходимости. Для 
преодоления этого затруднения рассмотрим некоторую модификацию 
функционала Лагранжа. На пространстве  рассмотрим 
функционал [4], [5]  
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где  – const. 0>r
Определим модифицированный функционал Лагранжа  

).,,(inf=),( mlvKlvM
m

                                     (3) 

Пара  называется седловой точкой модифицированного 
функционала Лагранжа , если выполняются неравенства  

),( ** lv
),( lvM
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1
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Исследуем свойства модифицированного функционала Лагранжа. 

Легко видеть, что  
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Определим функционал  
=),,(infinf=),(inf=)( mlvKlvMlM
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где )(inf=)( vJm
mv≤−γ

χ  – функция чувствительности. 

Известно, что при выполнении условия (2) задача  

⎩
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разрешима при любом )(2 Γ∈ Lm  [2]. 
Покажем, что )(mχ  – выпуклая функция. Действительно, пусть 

)(=)( 11 vJmχ , )(=)( 22 vJmχ . Имеем для 1<<0 λ   
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Последнее равенство в (7) обосновывается рассуждением от противного. 
Пусть  
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Полученное противоречие доказывает равенство (7). Оно означает, что задача 
(5) разрешима и ее решение есть . )(lv
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назовем двойственной к задаче (1). 
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Из (9), (10) вытекает  
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Очевидно, что  
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),,(),,( mlvKmlvK ≥  
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Из неравенства (14) вытекает, что если для некоторой пары 
 имеет место равенство )()(),( 2

1
2

** Γ×Ω∈ LWlv )(=)( ** lMvM , то  и  
есть решения задач (13) и (8) соответственно. 

*v *l

Нетрудно показать, что  является седловой точкой функционала 
 и, наоборот, всякая седловая точка функционала  

соответствует решениям задач (13) и (8). 

),( ** lv
),( lvM ),( lvM

Для характеристики седловых точек молифицированного функционала 
Лагранжа важную роль играет следующее утверждение. 

Теорема 1. Для того чтобы  была седловой 
точкой функционала , необходимо и достаточно, чтобы  было 
решением задачи (13) и для любых 
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Так как (14) )()( lMvM ≥  , )(1
2 Ω∈∀ Wv )(2 Γ∈ Ll , то )(=)( ** lMvM , и 

следовательно,  и  есть решения задач (13) и (8) соответственно.  *v *l
Теорема доказана. 

Теорема 2. Пусть  – седловая точка 
функционала Лагранжа . Тогда  является седловой точкой и 
для модифицированного функционала .  

+Γ×Ω∈ ))(()(),( 2
1
2

** LWlv
),( lvL ),( ** lv

),( lvM
Доказательство. Имеем  

.))((),(),(),(),( 2
1
2

**** +Γ∈Ω∈≤≤ LlWvlvLlvLlvL  
Это означает, что  

),,(inf=),(=),(sup *

)(1
2

***

))(2(

lvLlvLlvL
WvLl Ω∈+Γ∈

  ),(=),(=)( **** lLlvLvL  
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Имеем  
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то из теоремы 1 следует, что  является седловой точкой для 
функционала . 

),( ** lv
),( lvM

Теорема доказана. 
Теорема 3. Пусть  – седловая точка функционала . Тогда 

 является седловой точкой функционала .  
),( ** lv ),( lvM

),( ** lv ),( lvL
Доказательство. Покажем, что , где (0)* χ∂∈− l (0)χ∂  – субдифференциал 
функции )(mχ  в точке . По определению субдифференциала это 
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Поэтому при mm λ=  следует  
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МОДИФИЦИРОВАННОГО ФУНКЦИОНАЛА 
ЛАГРАНЖА В ПОЛУКОЭРЦИТИВНОЙ 
СКАЛЯРНОЙ ЗАДАЧЕ СИНЬОРИНИ 
 

≤Γ+Γ+≤ ∫∫
ΓΓ

dmrdmlm 2
2

*

2
))(((0) λλλχχ  

=
2

(0))(1)( 2
2

* Γ+Γ+−+≤ ∫∫
ΓΓ

dmrdmlm λλχλλχ  

,
2

(0)(0))(= 2
2

* Γ++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Γ+− ∫∫

ΓΓ

dmrdmlm λχχχλ  

.
2

)((0) 2* Γ≤Γ−− ∫∫
ΓΓ

dmrdmlm λχχ  

Отсюда и из (15) вытекает, что  

.
2

<0 2 Γ≤ ∫
Γ

dmrλζ  

Устремляя λ  к нулю, получим 0.<0 ≤ζ  Противоречие показывает, что 
, т. е. (0)* χ∂∈− l

).((0))( 2
* Γ∈≥Γ+ ∫

Γ

Lmdmlm χχ                              (16) 

Отсюда следует, что  
0.)((0)* ≥−≥Γ∫

Γ

mmdml χχ  

Тем самым показано . Отсюда следует  +Γ∈ ))(( 2Ll

.)(inf=),(inf=)( *

)(1
2

*

)(1
2

*

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

Γ+ ∫
ΓΩ∈Ω∈

dmlmlvLlL
WvWv

χ  

Тогда из (16) имеем  
(0).)( * χ≥lL  

Далее, так как по теореме 1 элемент  есть решение задачи (13),  *v

=),(sup=)( *

))(2(

* lvLvL
Ll +Γ∈

(0).=)(=)(sup ***

))(2(

χγ vJdvlvJ
Ll ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

Γ− ∫
Γ+Γ∈

 

Поэтому  
(0),)()(=(0) ** χχ ≥≥ lLvL  

 
т. е.                                               ).(=)( ** lLvL  
Следовательно,  есть седловая точка функционала .  ),( ** lv ),( lvL
Теорема доказана. 

Из теорем 2 и 3 вытекает, что множество седловых точек функционала 
Лагранжа  совпадает со можеством седловых точек ),( lvL
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модифицированного функционала Лагранжа . Для поиска седловых 
точек модифицированного функционала  могут быть построены 
эффективные итерационные процессы (см., например, [4–6]). 

),( lvM
),( lvM
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